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Синтетическое представление 
преобразования «косая 
симметрия» на примере 
преобразования эллипса  

Аннотация. Геометрические преобразования играют клю-
чевую роль в компьютерной графике, определяя положение 
и форму объектов. В машинном обучении они применяются 
для обработки и анализа данных, например, в изображениях. 
В геометрическом моделировании поверхностей они исполь-
зуются для создания и трансформации трехмерных форм.  
В физике геометрические преобразования помогают описывать 
движение объектов в пространстве и времени.

Цель данной работы заключается в анализе и исследовании 
геометрического преобразования, известного как «косая сим-
метрия». Главным образом, статья стремится раскрыть ряд 
важных свойств данного преобразования, расширяя область 
знания перспективно-аффинного соответствия.

На протяжении исследования выявляются главные на-
правления косой симметрии и устанавливается их взаимосвязь 
с осью и направлением преобразования. Важно подчеркнуть, 
что в результате анализа становится очевидным, что ось и 
направление симметрии равнозначны и взаимозаменяемы. 
Дополнительно в статье решается задача преобразования 
произвольного эллипса, заданного его полуосями, в равнове-
ликий по площади круг. В этом контексте предлагается метод 
определения оси и направления косой симметрии для задан-
ного эллипса.

Основываясь на полученных результатах и анализе, авто-
рами предлагается геометрический алгоритм, который пре-
доставляет возможность решения позиционных задач в обла-
сти начертательной геометрии. Этот алгоритм также пред-
ставляет собой новый метод для построения эллипсов с за-
данными полуосями, что имеет практическое значение в 
различных инженерных и геометрических задачах.

В завершение статьи приводится конкретный пример 
применения разработанного метода, что наглядно демонстри-
рует его практическую ценность и реальные возможности в 
решении позиционных задач в области начертательной гео-
метрии. Также предполагаются направления дальнейшего 
исследования в области формообразования, применяя пре-
образование «косая симметрия» в пространствах R2 и R3.

Ключевые слова: аффинное соответствие, преобразование 
«косая симметрия», позиционные задачи, геометрические 
преобразования, коники, начертательная геометрия.
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Synthetic Representation of the "Oblique 
Symmetry" Transformation Using the Example 
of an Ellipse

Abstract. Geometric transformations play a pivotal role in 
computer graphics, determining the position and shape of objects. 
In machine learning, they are applied for processing and analyzing 
data, such as in images. In geometric surface modeling, they are 
utilized for the creation and transformation of three-dimensional 
forms. In physics, geometric transformations assist in describing 
the motion of objects in space and time.

The aim of this work is to analyse and study the geometric trans-
formation known as "oblique symmetry." Primarily, the article seeks 
to elucidate a number of important properties of this transformation, 
expanding the field of knowledge in perspective-affine correspondence.

Throughout the study, the principal directions of oblique sym-
metry are identified, and their relationship with the axis and direc-
tion of the transformation is established. It is crucial to emphasise 
that the analysis makes it evident that the axis and the direction of 
symmetry are equivalent and interchangeable. Additionally, the 
article addresses the challenge of transforming an arbitrary ellipse, 
defined by its semi-axes, into a circle of equal area. In this context, 
a method is proposed to determine the axis and direction of oblique 
symmetry for a given ellipse.

Based on the results obtained and the analysis conducted, the 
authors propose a geometric algorithm that provides the capacity 
to resolve positional problems in the field of descriptive geometry. 
This algorithm also offers a novel method for constructing ellipses 
with given semi-axes, which holds practical significance in various 
engineering and geometric issues.

In the conclusion of the article, a specific example of applying 
the developed method is provided, clearly demonstrating its prac-
tical value and real capabilities in solving positional problems in 
the field of descriptive geometry. Moreover, directions for future 
research in the field of shape formation are suggested, utilising the 
"oblique symmetry" transformation in the spaces R2 and R3.

Keywords: affine correspondence, oblique symmetry transfor-
mation, positional problems, geometric transformations, conics, 
descriptive geometry.
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Введение
Изучение геометрических преобразований пред-

ставляет собой фундаментальную задачу в области 
формообразования поверхностей [3; 16; 22], взаимо-
действия человека и ЭВМ [25] и распознания окру-
жающего мира средствами машинного обучения [26]. 
Новые геометрические формы имеют широкий спектр 
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Рис. 1. Отношение площадей соответственных треугольников

1.2. Главные направления двух аффинно-соответ-
ственных плоскостей/

Рассмотрим известный способ построения главных 
направлений для двух аффинно-соответственных 
плоскостей [23]. На рис. 2 представлено перспектив-
но-аффинное соответствие плоскостей ω и ω′, ко-
торое задается осью x и двумя соответствующими 
точками M и M′.

Задача: построить через точку M две прямые ли-
нии f и g, перпендикулярные друг к другу, и найти 
соответственные им прямые f ′ и g′, угол между ко-
торыми также 90°.

 

Рис. 2. Главные направления перспективно-аффинного соответствия 

Решение:
Проведем отрезок MM′ и срединный перпенди-

куляр к нему SP. Точка S лежит на оси x. Строим 
окружность радиусом SM. Точки пересечения окруж-
ности с осью x назовем A и B. Получим, что треу-
гольники ∆AMB и ∆AM′B опираются на отрезок  
AB – диаметр окружности. Следовательно, углы при 
вершинах M и M′ прямые, как вписанные в окруж-
ность и опирающиеся на её диаметр. Прямые f, g и 
соответствующие им f ′, g′ являются главными на-
правлениями перспективно-аффинного соответствия 
плоскостей ω, ω′. Заметим, что AMBM′ — четыреху-
гольник с двумя прямыми углами в точках M и M′.

В случае прямой симметрии прямая SP совпада-
ет с осью x, что порождает бесчисленное множество 
главных направлений.

2. Рассмотрим преобразование «косая симметрия» 
и некоторые его свойства.

приложений в различных сферах инженерии и ар-
хитектуре [9; 14; 24], что делает их изучение актуаль-
ной и практически значимой задачей.

Целью настоящего исследования является анализ 
и углубленное понимание свойств преобразования, 
известного как «косая симметрия». В частности,  
в работе рассматривается синтетическое (согласно 
Ф.К. Клейну [12]) представление задачи, связанной 
с преобразованием произвольного эллипса в равно-
великий по площади круг. Данный анализ направлен 
на обогащение теоретических знаний о данном гео-
метрическом преобразовании и предоставление эф-
фективных методов для решения позиционных задач 
в начертательной геометрии [2; 17].

Также в статье приведен конкретный пример ре-
шения одной из позиционных задач, чтобы проде-
монстрировать практическую применимость пред-
ложенного метода.

Рисунки для статьи выполнялись в САПР КОМПАС-
3D.

Постановка задачи исследования
Целями данного исследования являются:

a)	 разработка геометрического алгоритма для обрат-
ной задачи преобразования «косая симметрия»;

b)	 демонстрация потенциала разработанного алго-
ритма при решении позиционных задач начерта-
тельной геометрии.
Теоретические выкладки
Одними из определяющих инвариантных свойств 

аффинного преобразования являются сохранение 
параллельности прямых и простое отношение трех 
точек [11]. Следует отметить, что окружность и эллипс 
в аффинной геометрии являются эквивалентными 
объектами. Но в нашем исследовании мы будем поль-
зоваться понятиями «окружность» и «эллипс» из 
евклидова пространства.

1. Приведем некоторые инвариантные свойства 
перспективно-аффинного соответствия, которые 
потребуются в исследовании.

1.1. Отношение площадей соответственных тре-
угольников.

На рис. 1 представлено перспективно-аффинное 
соответствие между плоскостями ω и ω′. Ось со-
ответствия x расположена таким образом, что вер-
шины A и C треугольника ABC являются двойными 
точками соответствия [23]. Прямая BB′ задает на-
правление соответствия. Если для соответственных 
треугольников ABC и A′B′C′ провести высоты BH и 
B′H′, то из совпадения стороны AC следует равен-
ство:

	  ∆
∆

ABC

A B C
k

′ ′ ′
= .
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преобразований еще одно преобразование, например 
M (на рисунке не показано), то T • X • M = J. Можно 
сделать вывод, что преобразование «косая симметрия» 
обладает нечетной коммутативностью.

2.4.	 Направление симметрии и ось симметрии 
равнозначны.

Из рис. 3 видно, что для эллипса d″ преобразова-
ния X и J дают идентичный результат в виде окруж-
ности. Направлением в преобразовании X является 
x, а осью симметрии — j. В случае с J — наоборот. 
Можно утверждать, что направление и ось симметрии 
равнозначны.

2.5. Главные направления косой симметрии яв-
ляются биссектрисами между осью и направлением 
симметрии.

Построим главные направления для косой сим-
метрии J (рис. 4). Построение осуществляется ана-
логично п. 1.2. В случае косой симметрии отрезок 
SP выродится в точку 0

j
. Так как все углы четыреху-

гольника AMBM′ опираются на диаметры одной 
окружности, то главные направления образуют пря-
моугольник AMBM′.

Известно, что сопряженные диаметры эллипса 
являются ортогональными друг другу, только если 
они являются осями эллипса. Главные направления 
аффинно-перспективного соответствия являются 
инвариантом (т.е. единственные направления, в ко-
торых углы в соответствующих точках прямые п. 1.2). 
Следовательно, главные направления косой симме-
трии – оси эллипса d″.

 
Рис. 4. Главные направления косой симметрии

Если стороны f и g прямоугольника 0B
j
0″A

j
 пере-

местить параллельным переносом в точку 0
j
, то из 

свойств прямоугольника станет очевидным, что f и 
g являются биссектрисами диагоналей прямоуголь-
ника j и x. 

2.1.	 Косая симметрия задаётся осью соответствия 
x (осью симметрии) и парой соответственных точек 
0 и 0″ так, что ось симметрии делит отрезок 00″ по-
полам (рис. 3). 

2.2.	 Прямая, проходящая через соответствующие 
точки преобразования 0 и 0″ есть направление сим-
метрии j (рис. 3). Будем называть преобразование J 
по наименованию направления преобразования j.

2.3.	 Косая симметрия, как и прямая, обладает 
нечетной коммутативностью. 

 
Рис. 3. Оси и направления косой симметрии

На рис. 3 представлены прямая и косая симметрии 
окружности d. Покажем, что направление симметрии 
и ось симметрии равнозначны.

Преобразование T, выполненное по направлению 
t относительно оси x, есть прямая симметрия. Окружность 
d отобразится в окружность d′. Соответственно, точ-
ка A, принадлежащая окружности d, отобразится в A′. 
В преобразовании J окружности d и принадлежащей 
ей точке A соответствует эллипс d″ и точка A″. Проведем 
через точку 0

x
, середину отрезка 0′0″, прямую, парал-

лельную j. Такая прямая является средней линией 
треугольника 00′0″ и пройдет через точку 0

t
. Теперь 

мы получили преобразование X, где осью симметрии 
является прямая 0

t
0

x
, а направлением — прямая x.

Если присвоить окружности d′ точку D′, совпав-
шую с A′, то при преобразовании X точки D″ и A″ не 
совпадут. И заданное в точке A направление движе-
ния по кривой в точках D″ и A″ становятся разнона-
правленными. Следовательно, T • X ≠ J, но образы 
преобразования J и композиции T • X совпадут в 
эллипс d″. При этом, если добавить в композицию 

GEOMETRY & GRAPHICS (2023). Vol. 11. Iss. 3. 12–18
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1. Определение радиуса круга
На рис. 7 рассмотрим эллипс с полуосями 0P и 

0A (сейчас и в последующих случаях эллиптическая 
кривая изображена для наглядности и в построении 
не участвует). Воспользуемся инвариантом площадей 
симметричных фигур (п. 2.6). Обратимся к известным 
формулам определения площади круга и эллипса: 
S rкр = π 2  и S abэ = π .  Приравняем правые части этих 

выражений и выразим радиус круга: r ab P A= = ⋅0 0 .  
Получим, что радиус круга задается квадратным 
корнем из произведения полуосей эллипса. Поэтапно 
выполним операции умножения и извлечение корня. 

Применим действия из пункта 3.1. Для удобства 
примем за масштабную единицу отрезок 0P. Отрезок 
0A = 0P • 0A является произведением отрезков.

Применим действия из пункта 3.2 для извлечения 
квадратного корня из отрезка 0A с той же масштаб-
ной единицей 0P. Результатом будет 0B – радиус 
круга, равновеликого заданному эллипсу.

 

Рис. 7. Определение радиуса круга

2. Определение направления и оси симметрии
На рис. 8 прямая, проходящая через соответству-

ющие точки P и B (п. 2.5), задает ось (или направле-
ние) симметрии (п. 2.4). Проведем прямую x парал-
лельно PB через точку 0 и определим ее осью сим-
метрии. Тогда направление симметрии j получим 
зеркальным отражением x относительно любой оси 
эллипса (п. 2.5). Точки D

j
 и C

j
 являются двойными 

точками преобразования.
 

Рис. 8. Ось и направление симметрии

Заметим, что точки A и P соответствуют точкам 
A″ и P″ из-за принадлежности соответствующим 
главным направлениям преобразования.

2.6. Отношение площадей двух соответственных 
фигур равно единице.

Из п. 1.1 и рассуждений в п. 2.5 можно сделать 
вывод, что площади треугольников 0B

j
A

j
 и 0″B

j
A

j
 рав-

ны. Соответственно, для любой произвольной фи-
гуры площади прообраза и образа будут равны. 

3. Графическое представление арифметических дей-
ствий умножения и извлечения квадратного корня.

Системой отсчета для графического выполнения 
математических действий являются две ортогональ-
ные пересекающиеся прямые y и y′, пересекающие-
ся в точке 0 и масштабная единица 0P [4].

3.1. Умножение
Зададим два отрезка 0A и 0Q, произведение длин 

которых требуется получить (рис. 5). Проведем от-
резок PQ. Через точку A проведем прямую, парал-
лельную PQ. Получим на прямой y′ точку B. Результат 
произведения 0A • 0Q = 0B. 

 

Рис. 5. Умножение

3.2. Извлечение квадратного корня
Зададим отрезок 0A (значение, из которого из-

влекается корень) в обратную сторону от масштабной 
единицы 0P (рис. 6). Находим точку M – середину 
отрезка PA и проводим окружность с центром в точ-
ке M радиусом MA. Отрезок 0 0B A=  есть результат 
операции.

 

Рис. 6. Вычисление корня квадратного

Результат

Задача: произвольный эллипс задается полуосями 
0P и 0A. Найти направление и ось «косой симметрии», 
при которых образом эллипса окажется равновели-
кий по площади круг.

GEOMETRY & GRAPHICS (2023). Vol. 11. Iss. 3. 12–18
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Обсуждение результатов
Применим результаты исследования для решения 

позиционных задач [20].
Задача: построить точки K и M пересечения эл-

липса, заданного полуосями 0P и 0A, и прямой m.

 

Рис. 9. Решение задачи пересечения прямой и эллипса 
с помощью косой симметрии

На рис. 9 задан эллипс с полуосями 0P и 0A и прямая 
m. Применяя результат исследования, найдем радиус 
окружности 0B и направление преобразования PB, на-
зовем j. Осью преобразования x будет прямая PB, отра-
женная относительно любой оси эллипса и параллель-
но перемещенная в удобное для построения положение.

Строим окружность с центром 0′. Через точку 0 
проводим направление j и через точку пересечения 
оси и направления симметрии 0

j
 строим окружность 

радиусом 0j0, которая задаст на прямой j точку 0′. 
Проводим окружность радиусом 0B.

Построим симметрию прямой m. F
j
 — точка пе-

ресечения прямой m и оси x есть двойная точка пре-
образования. Возьмём еще одну точку на прямой m. 
Для удобства построений возьмём точку D на прямой 
00′. Через отражённую D′ и F

j
 строим прямую m′ и 

находим ее пересечение с окружностью в точках K′ 
и M′. Найденные точки преобразуются в точки K и 
M и являются искомыми точками пересечения пря-
мой m и эллипса.

Выводы
Разработанный геометрический алгоритм позво-

ляет решить определенный круг позиционных задач 
начертательной геометрии и является еще одним 
методом построения эллипса, заданного полуосями 
[18; 21]. Использование данного алгоритма расши-
ряет набор инструментов и возможностей студентов 
в подготовке к олимпиадам по начертательной гео-
метрии [6; 7; 19; 20].

Преобразование «косая симметрия» как частный 
случай аффинного соответствия, представляет собой 
ценный инструмент в проектировании технических 
поверхностей [10; 13; 15]. Мы предполагаем возмож-
ность кососимметричного преобразования объектов 
в пространстве R3 относительно плоскости симметрии 
для получения поверхностей с новыми свойствами. 
Также возможно применение данного преобразова-
ния к поверхностям, образованным кониками,  
в каждом плоском сечении с заданием закона [1; 5; 8] 
(например, положение оси и направления симметрии 
относительно центров окружностей циклической 
поверхности).
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