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Аннотация 

Цель исследования: оценить степень влияния 
метода аппроксимации  на точность регрессионной 
модели. 

Задача: повышение точности регрессионных 
моделей методами полиномиальной аппроксима-
ции. 

Методы исследования: метод наименьших 
квадратов, метод полиномиальной аппроксимации. 

Новизна работы: разработаны зависимости 
для проведения регрессионного анализа многофак-
торного эксперимента с применением полиноми-
альной аппроксимации, проведен анализ влияния 
метода аппроксимации  на точность регрессионной 
модели. 

Результаты исследования: в результате при-
менения разработанных зависимостей точность 
однофакторных уравнений регрессии повысилась в 
2,4 раза, двухфакторных  1,7 раза. 

Выводы: применение полиномиальной ап-
проксимации позволяет повысить точность одно-
факторных и многофакторных регрессионных мо-
делей, что увеличивает их адекватность, значи-
мость коэффициентов и расширяет возможности их 
применения. 

Ключевые слова: анализ, методы, линеари-
зация модели, аппроксимация, интерполяция, экс-
траполяция.
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Abstract 

The study objective is to assess the influence of 
the approximation method on the accuracy of the re-
gression model. 

The task is to increase the accuracy of regres-
sion models using polynomial approximation methods. 

Research methods: the least square method, the 
polynomial approximation method. 

The novelty of the work: dependencies for the 
regression analysis of a multifactor experiment using 
polynomial approximation is developed, the influence 
of the approximation method on the accuracy of the 
regression model is analyzed. 

The study results: as a result of applying the de-
veloped dependencies, the accuracy of single-factor 
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regression equations increased by 2.4 times, two-factor 
equations - by 1.7 times. 

Conclusions: the use of polynomial approxima-
tion makes it possible to increase the accuracy of sin-
gle-factor and multifactor regression models, which 

increases their adequacy, the significance of coeffi-
cients and expands the possibilities of their application. 

Keywords: analysis, methods, model lineariza-
tion, approximation, interpolation, extrapolation.  
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Введение 

В результате проведения эмпириче-
ских исследований в технологии машино-
строения и других областях науки выявля-
ется набор дискретных данных, количе-
ственно описывающий исследуемый про-
цесс. Для дальнейшего применения коли-
чественных результатов эксперимента 
необходимо их привести к аналитической 
форме, провести регрессионный анализ и 
получить адекватное уравнение регрессии. 
Для приведения экспериментальных дан-
ных к аналитической форме применяют 
математические методы аппроксимации и 
интерполяции. Аппроксимацией (прибли-
жением) функции называется нахождение 
такой функции (аппроксимирующей 
функции), которая была бы близка задан-
ной [1]. Интерполяцией называют такую 
разновидность аппроксимации, при кото-
рой кривая построенной функции опреде-
ляется по дискретному набору точек и 
проходит точно через них [1]. После 
нахождения интерполяционного полинома, 
допустимо определить значение функции 
даже за пределами заданного интервала 
(провести экстраполяцию функции) [1]. 

Для проведения регрессионного ана-
лиза предварительно необходимо предста-
вить экспериментальные данные графиче-
ски, чтобы определиться с видом регрес-
сионной модели (линейный или нелиней-

ный). В классической теории регрессион-
ного анализа широко применяются метод 
наименьших квадратов и линеаризация ре-
грессионных моделей с помощью лога-
рифмирования. Метод наименьших квад-
ратов заключается в минимизации суммы 
квадратов отклонений экспериментальных 
и теоретических данных. В случае, когда 
распределение экспериментальных данных 
имеет нелинейный вид, широко применя-
ют линеаризацию регрессионной модели 
методом логарифмирования. Линеаризация 
нелинейной модели заключается в том, что 
с помощью логарифмирования ее упро-
щают и аналитически приводят к линей-
ному виду, что позволяет далее для обра-
ботки данных применять классические за-
висимости для линейной регрессии. Но 
данный подход вносит значительную по-
грешность в расчет выходного параметра 
по регрессионной зависимости, т.к. после 
линеаризации методом логарифмирования 
минимизируются не натуральные значения 
параметров процесса, а их логарифмы, ко-
торые имеют меньший порядок величин. 

Так как большинство процессов опи-
сываются нелинейными зависимостями, 
возникает задача повышения точности ре-
грессионных моделей, для решения кото-
рой применимы методы полиномиальной 
аппроксимации.

 
Материалы, модели, эксперименты и методы  

В ходе проведения теоретического 
исследования были использованы экспе-
риментальные данные из источника [2]. 
Для расчета уравнения однофакторной ре-
грессии, описывающего зависимость каче-
ства поверхностного слоя детали (коэффи-
циент упрочнения k, параметр шерохова-
тости Ra) от силы обкатывания P, исследо-
вались экспериментальные данные обра-

ботки деталей обкатыванием. В ходе 
натурного эксперимента в работе [2] обра-
батывались наружные цилиндрические по-
верхности образцов из стали 40Х твердо-
сти 25HRCэ [2]. В качестве инструмента 
использовалась шариковая накатка радиу-
сом с радиусом индентора 5мм. Результа-
ты натурного эксперимента представлены 
в табл. 1. 
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Для расчета уравнения многофактор-
ной регрессии, описывающего зависимость 
коэффициента упрочнения k от силы вы-
глаживания P и продольной подачи S0, ис-
следовались экспериментальные данные 
обработки деталей алмазным выглажива-
нием. В ходе натурного эксперимента об-

рабатывались внутренние цилиндрические 
поверхности образцов из стали 40Х, твер-
дость 28HRCэ [2]. В качестве инструмента 
использовался алмазный выглаживатель с 
радиусом индентора 1,5 мм. Результаты 
натурного эксперимента представлены в 
табл. 2. 

 
Таблица 1 

Результаты обкатывания 
Table 1 

Running-in results 

 
Таблица 2 

Результаты алмазного выглаживания 
Table 2 

Diamond smoothing results 

 
Если уравнение регрессии рассчиты-

вается в линейном виде, то выходной па-
раметр y(x) имеет вид [3, 4]: 

xbby(x) 10  .                    (1) 

Результатом аппроксимации функции 
методом наименьших квадратов является 
расчет таких коэффициентов b0 и b1, чтобы 
минимизировалась сумма квадратов от-
клонений экспериментальных данных yi и 
значений функции по уравнению регрес-
сии (1): 

min( 
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Для нахождения экстремумов функ-
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№ 
опыта 

Сила, 
Р, Н 

Вид обработки k Ra, мкм Rz, мкм 

1 30 отделочная 1,09 0,471 1,1 

2 80 
отделочно-

упрочняющая 
1,3 0,214 1,34 

3 300 упрочняющая 1,35 0,153 0,68 
4 800 перенаклеп 1,44 0,131 0,73 
5 1600 перенаклеп 1,1 0,195 4,02 

№ 
опыта 

Сила, 
Р, Н 

Подача, 
So, мм/об 

Вид обработки k 

1 20 0,08 отделочная 1,1 

2 70 0,06 
отделочно-

упрочняющая 
1,14 

3 150 0,05 
отделочно-

упрочняющая 
1,34 

4 300 0,05 упрочняющая 1,73 
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После решения данной системы 
уравнений методом подстановки получают 
классические зависимости для нахождения 
коэффициентов линейной регрессии [3, 4]: 
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Если уравнение регрессии рассчиты-

вается в степенном виде, то выходной па-
раметр y(x) имеет вид [3, 4]: 

1b
0xby(x)                       (2) 

Для линеаризации уравнения (2) его 
логарифмируют и далее для определения 
коэффициентов регрессии используют ме-
тодику, приведенную выше. 

В данной работе исследуется влияние 
на точность уравнения регрессии приме-
нение полиномиальной аппроксимации. 
Если графически экспериментальные дан-
ные распределены нелинейно, то уравне-
ние регрессии допустимо искать в виде 
полинома второго порядка [3, 4]: 

01
2

2 bxbxby(x)     (3) 

Тогда функция минимизации квадра-
тов отклонений будет иметь вид: 

 

min( 


n

1i

2
i0i1

2
i2 )y-bxbxbF . 






























0;
b

F

0,
b

F

0,
b

F

0

1

2

 

 
Находим частные производные: 



































0;)y-bxbxb

0,)xy-bxbxb

0,x)y-bxbxb

n

1i

i0i1
2
i2

n

1i

ii0i1
2
i2

2
i

n

1i

i0i1
2
i2

(2

)((2

)((2

 

 
После преобразования получим: 
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Таким образом, получим систему 

трех линейных уравнений с тремя неиз-
вестными, в результате решения которой 
найдем коэффициенты регрессии b0 и b1 и 
b2. 

Для многофакторных экспериментов 
уравнение полиномиальной регрессии 
ищем в виде: 

02413
2
22

2
11 bxbxbxbxby(x)    (4) 

Тогда функция минимизации квадра-
тов отклонений будет иметь вид: 

min( 


n

1i

2
i02413

2
22

2
11 )y-bxbxbxbxbF














































0;
b

F

0,
b

F

0,
b

F

0,
b

F

0,
b

F

0

4

3

2

1

 



 

8 
 






















































0;)y-bxbxbxbxb

0,)xy-bxbxbxbxb

0,)xy-bxbxbxbxb

0,x)y-bxbxbxbxb

0,x)y-bxbxbxbxb

n

1i
i02413

2
22

2
11

n

1i
2i02413

2
22

2
11

n

1i

1i02413
2
22

2
11

2
2

n

1i

i02413
2
22

2
11

2
1

n

1i

i02413
2
22

2
11

(2

)((2

)((2

)((2

)((2

 

После преобразования получим: 






















































.ynbxbxbxbxb

),x(yxbxb)x(xbxb)x(xb

),x(yxb)x(xbxb)x(xbxb

),x(yxbxbxxbxb)x(xb

),x(yxb)x(xbxb)x(xbxb

n

1i
i0

n

1i
2

n

1i
41

n

1i
3

2
22

n

1i

2
11

n

1i
2i

n

1i
20

n

1i

2
2

n

1i

421

n

1i

3
3
22

n

1i

2
2
11

n

1i
1i

n

1i
10

n

1i
21

n

1i
4

2
1

n

1i
3

2
212

n

1i

3
11

n

1i

2
2i

n

1i

2
20

n

1i

3
2

n

1i
4

2
21

n

1i
3

4
22

n

1i

2
2

2
11

n

1i

2
1i

n

1i

2
10

n

1i
2

2
1

n

1i

4
3
1

n

1i

3
2
2

2
12

n

1i

4
11

 

Таким образом, получим систему из 
пяти линейных уравнений с пятью неиз-
вестными, в результате решения которой 

найдем коэффициенты регрессии b0, b1, b2, 
b3, b4. 

 
Результаты  

В первой части вычислительного 
эксперимента регрессионный анализ про-
водился с помощью приложения MS Excel 
и SMath Solver. С применением стандарт-

ных функций были получены уравнения 
степенной регрессии (2) на базе МНК и 
линеаризации логарифмированием (рис. 1). 

 

       
Рис. 1. Графики уравнений регрессии в степенной форме 
 экспериментальные данные;  теоретические данные 

Fig. 1. Graphs of regression equations in power form 
 experimental data;  theoretical data 
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Во второй части вычислительного 
эксперимента регрессионный анализ про-

водился с помощью полиномиальной ре-
грессии (3) (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Графики уравнений регрессии в полиномиальной форме 
 экспериментальные данные;  теоретические данные 
Fig. 2. Graphs of regression equations in polynomial form 

 experimental data;  theoretical data 

 
Результаты проведения вычисли-

тельного эксперимента представлены в 
таблицах 3-7.  

Для обкатывания полученные урав-
нения степенной регрессии имеют вид: 

0,0177Pk(P) 1329,1 , 

где k(P)  коэффициент упрочнения, Р, Н 
сила обкатывания. 

-0,233PRa(P) 7539,0 , 

где Ra(P), мкм среднеарифметическое 
отклонение профиля шероховатости.

 
Таблица 3 

Результаты вычислительного эксперимента методом линейной аппроксимации 
(обкатывание) 

Table 3 
Results of a computational experiment using the linear approximation method 

(running-in) 

 
Для обкатывания полученные уравнения полиномиальной регрессии имеют вид: 

1429,10008,0104672,5 4   ÐPk(P) 2 , 

1902,00001,0104626,6 8   ÐPRa(P) 2 , 

где k(P)  коэффициент упрочнения; 
Ra(P), мкм  среднеарифметическое от-

клонение профиля шероховатости; Р, Н  
сила обкатывания.
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Полиномиальная (Ra)

№ 
опыта 

Сила, 
Р, Н 

k Ra, мкм kт Δkабс Δkотн, % 
Raт, 
мкм 

ΔRaабс, 
мкм 

ΔRaотн, 
% 

1 30 1,09 0,471 1,20 0,11 10,35 0,34 0,13 27,54 

2 80 1,3 0,214 1,22 0,08 5,87 0,27 0,06 26,91 

3 300 1,35 0,153 1,25 0,10 7,22 0,12 0,05 30,45 

4 800 1,44 0,131 1,27 0,17 11,50 0,16 0,03 21,23 

5 1600 1,1 0,195 1,29 0,19 17,27 0,14 0,06 30,70 

Среднее  значение 0,11 10,35  0,13 27,54 

k 

P P 

Ra 
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Таблица 4 
Результаты вычислительного эксперимента методом полиномиальной аппроксимации 

(обкатывание) 
Table 4 

Results of a computational experiment using the polynomial approximation method 
(running-in) 

 
Для алмазного выглаживания отверстий полученное уравнение степенной регрессии 

имеет вид: 
1,42
0

0,42
0 SP) Sk(P,  02,11 , 

где k(P, S0 )  коэффициент упрочнения; Р, Н  сила выглаживания; S0, мм/об  продольная 
подача. 

 
Таблица 5 

Результаты вычислительного эксперимента методом линейной аппроксимации 
(алмазное выглаживание отверстий) 

Table 5 
Results of a computational experiment using the linear approximation method 

(diamond hole smoothing) 

 
Для алмазного выглаживания отверстий полученное уравнение полиномиальной ре-

грессии имеет вид: 

067,13742,00001,0151,010485,7 6  
0

2
0

2
0 SPSP) Sk(P, . 

 
Таблица 6 

Результаты вычислительного эксперимента методом полиномиальной аппроксимации 
(алмазное выглаживание отверстий) 

Table 6 
Results of a computational experiment using the polynomial approximation method 

(diamond hole smoothing) 

 

№ 
опыта 

Сила, 
Р, Н 

k 
Ra, 
мкм 

kт Δkабс Δkотн, % Raт, мкм 
ΔRaабс, 

мкм 
ΔRaотн, 

% 
1.  30 1,09 0,471 1,17 0,08 7,01 0,38 0,28 60,24 
2.  80 1,3 0,214 1,20 0,10 7,43 0,23 0,03 14,67 
3.  300 1,35 0,153 1,33 0,02 1,21 0,17 0,01 8,51 
4.  800 1,44 0,131 1,43 0,01 0,49 0,15 0,02 15,70 
5.  1600 1,1 0,195 1,02 0,08 6,97 0,20 0,001 0,33 

Среднее  значение 0,05 4,62  0,03 10,26 

№ 
опыта 

Сила, 
Р, Н 

Подача, 
So, мм/об 

k kт Δkабс Δkотн, % 

1 20 0,08 1,1 1,09 0,01 0,88 
2 70 0,06 1,14 1,19 0,05 4,47 
3 150 0,05 1,34 1,24 0,10 7,57 
4 300 0,05 1,73 1,79 0,06 3,21 

Среднее значение 0,05 4,03 

№ 
опыта 

Сила, 
Р, Н 

Подача, 
So, мм/об 

k kт Δkабс Δkотн, % 

1 20 0,08 1,1 1,10 0,001 0,088 
2 70 0,06 1,14 1,13 0,007 0,650 
3 150 0,05 1,34 1,27 0,071 5,318 
4 300 0,05 1,73 1,79 0,059 3,409 

Среднее значение 0,03 2,37 
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Таблица 7 
Сравнение погрешностей регрессии, полученных  методами линейной и  полиномиальной 

аппроксимации 
Table 7 

Comparison of regression errors obtained by linear and polynomial approximation methods 

 
Заключение  

В результате проведения вычисли-
тельного эксперимента доказано, что 
применение полиномиальных уравнений 
регрессии повышает точность расчетов 
(табл. 7). Для классического (однофак-
торного эксперимента) относительная 
погрешность уравнения регрессии, полу-
ченного виде полинома 2 рода, в 2,4 раза 
(с 27,54 % до 10,26 %) меньше погреш-
ности уравнения, полученного с помо-
щью линеаризации. Для многофакторно-
го эксперимента применение полиноми-
ального уравнения регрессии позволяет 
снизить относительную погрешность от-
клонения теоретических данных от экс-

периментальных в 1,7 раза (с 4,03 % до 
2,37 %). Таким образом, можно сделать 
вывод, что для обработки классических 
(однофакторных) экспериментов, целесо-
образно применять полиномиальные 
уравнения регрессии. Для многофактор-
ных экспериментов применение полино-
миальных уравнений регрессии суще-
ственно повышает вычислительную 
сложность алгоритма, поэтому вопрос о 
целесообразности их применения иссле-
дователь должен принимать с учетом 
конкретных требований к точности ре-
грессионной модели. 
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№ 
п/п 

Вид обработки 
Вид  

аппроксимации абсΔk  
отнΔk , 

% 
абсΔRa , 

мкм 
отнΔRa , % 

1. 
Обкатывание 

Линейная 0,11 10,35 0,13 27,54 
2. Полиномиальная 0,05 4,62 0,03 10,26 
3. Алмазное  

выглаживание от-
верстий 

Линейная 0,05 4,03 - - 

4. Полиномиальная 0,03 2,37 - - 
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