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Аннотация. В работе представлены результаты 
расчетов нормальных мод среднего течения, обу-
словленного суперпозицией циклонического и ан-
тициклонического вихрей в высоких широтах. По-
добная структура потока часто наблюдается зимой 
в верхней тропосфере — нижней стратосфере. Мы 
надеялись выделить в спектре колебаний нормаль-
ные моды, напоминающие крутильные колебания. 
Задача решалась численно в рамках баротропной 
квазигеострофической модели. Дополнительно оце-
нивалась зависимость нормальных мод от парамет-
ров эксперимента — количества сферических гар-
моник в разложении полей функции тока, парамет-
ризации вязкости и гипервязкости. 

Результаты расчетов показали, что неустойчи-
вость течения практически всегда возрастала с увели-
чением амплитуды антициклонического вихря, в раз-
ной степени при разных вязкостях и количестве гар-
моник в разложении. Более хаотично при изменении 
параметров эксперимента и среднего потока менялась 
пространственная структура наиболее неустойчивых 
нормальных мод. Это существенно осложняет ин-
терпретацию реальных колебаний в терминах нор-
мальных мод, в том числе интерпретацию крутиль-
ных колебаний. Осесимметричные нормальные моды 
часто присутствовали в спектре, однако они не об-
ладали всеми свойствами крутильных колебаний  
и не доминировали в спектре. 

Ключевые слова: гидродинамика, атмосфера, 
нормальные моды, крутильные колебания. 

Abstract. We present the results of numerical simu-
lations of normal modes of the mean flow due to the 
superposition of cyclonic and anticyclonic vortices at 
high latitudes. Such a flow structure is often observed in 
the upper troposphere — the lower stratosphere in win-
ter. Our aim is to identify normal modes in the oscilla-
tion spectrum that resemble torsional oscillations. We 
solve the problem numerically, using a barotropic quasi-
geostrophic model. Additionally, we estimate the de-
pendence of the normal modes on experimental parame-
ters (the number of spherical harmonics in the stream 
function field expansion, the parameterization of viscos-
ity and hyperviscosity). 

The simulation results show that flow instability al-
most always increases with increasing amplitude of the 
anticyclonic vortex to varying degrees at different vis-
cosities and different numbers of harmonics in the field 
expansion. The spatial structure of the most unstable 
normal modes changes most chaotically when the ex-
periment parameters and the mean flow change. This 
significantly complicates the interpretation of real oscil-
lations in terms of normal modes, including the interpre-
tation of torsional oscillations. Axisymmetric normal 
modes are often present in the spectrum, but they do not 
have all the properties of torsional oscillations and do 
not dominate the spectrum. 

Keywords: hydrodynamics, atmosphere, normal 
modes, torsional oscillations. 

 

 
 

ВВЕДЕНИЕ 

Большое внимание в физике атмосферы уделяется 
исследованию низкочастотных колебаний с перио-
дами от нескольких суток до нескольких десятков 
суток, имеющих крупномасштабную структуру вдоль 
широтных кругов. Особый интерес вызывали бегущие 
в зональном направлении возмущения с периодами 

4, 5, 10, 16, 25 сут [Kasahara, 1980; Branstator, 1987; 
Branstator, Held, 1995; Madden, 2007; Pogoreltsev et 
al., 2009; Koval et al., 2018], а также квазистационар-
ные колебания — так называемые дальние связи 
(teleconnections) [Simmons et al., 1983; Blackmon et 
al., 1984a, b]. Для интерпретации колебаний в верх-
ней атмосфере была разработана теория собствен-
ных колебаний атмосферы, находящейся в состоя-
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нии покоя. При таком допущении собственные коле-
бания атмосферы, названные нормальными модами, 
являются решениями приливного уравнениями 
Лапласа [Яглом, 1953; Longuet-Higgins, 1964, 1968; 
Дикий, 1969]. Однако в нижних слоях атмосферы 
подобное предположение некорректно, поскольку 
атмосфера не находится в состоянии покоя, а среднее 
течение не является зонально симметричным. В этом 
случае вместо приливного уравнения Лапласа мы 
получаем задачу на собственные значения и соб-
ственные функции дифференциального оператора, 
зависящего от среднего потока [Дымников, Скиба, 
1986; Дымников, 2007; Дымников, Филатов, 1988]. 
Эти колебания также были названы нормальными 
модами, что вызывает иногда путаницу в трактовке 
результатов исследований. В данной работе мы ис-
пользуем определение нормальных мод из работы 
[Дымников, Филатов, 1988] и называем их новыми 
нормальными модами (ННМ). 

В спектре ННМ появляются неустойчивые ком-
поненты, амплитуда которых растет со временем, 
поэтому метод нормальных мод широко использу-
ется для анализа устойчивости средних потоков. Тео-
ретические и практические исследования в этой об-
ласти можно найти в работах отечественных и зару-
бежных авторов [Simmons et al., 1983; Дымников, 
Филатов, 1988; Branstator et al., 1995; Дымников, 
2007]. Мы предположили, что этими модами можно 
объяснить и крутильные колебания.  

Крутильные колебания представляют собой рас-
пространяющиеся в меридиональном направлении 
возмущения, выделяемые с помощью низкочастот-
ной фильтрации и зонального усреднения [Zorkaltseva 
et al., 2019]. Эти возмущения могут быть собствен-
ными колебаниями атмосферы (как мы предположи-
ли) или результатом нелинейных процессов, напри-
мер, взаимодействия бегущих и стационарных волн 
Россби. В работе [Мордвинов, Латышева, 2013] была 
рассчитана меридиональная компонента групповой 
скорости волн Россби и сопоставлена с данными 
реанализа. В приближении β-плоскости выражение 
для меридиональной компоненты групповой скорости 
имеет вид 

( )22 2 2
gv 2 ,c km k m l gh= β + +  (1) 

где β — параметр Россби; k, m — меридиональное 
и зональное волновые числа; l — параметр Корио-
лиса; g — ускорение свободного падения; h — вы-
сота однородной атмосферы (~8000 м). 

Рассчитанные по этой формуле для волн Россби 
с зональными волновыми числами m=1, 2, 3 траек-
тории возмущений были нанесены на диаграммы 
крутильных колебаний и показали неплохое согла-
сие. Одним из возражений против подобной интер-
претации является то, что крутильные колебания 
одинаково возникают и в Северном, и в Южном 
полушарии, однако в Южном полушарии стацио-
нарные волны имеют намного меньшую амплитуду 
и, следовательно, при взаимодействии с бегущими 
волнами Россби должны производить более слабые 
вторичные возмущения. Поэтому предположение, 
что крутильные колебания могут быть собственными 
колебаниями атмосферы, остается в силе. В таком 

случае они должны иметь осесимметричную состав-
ляющую и меридиональную компоненту скорости 
~6°/сут. Можно предположить, что большое значе-
ние при их формировании имеют полярные вихри, 
поскольку источники крутильных колебаний фикси-
руются в полярной области. 

Зависимости ННМ от среднего течения были ис-
следованы нами ранее в простой баротропной модели 
дифференциального вращения солнечной атмосферы 
в области тахоклина [Мордвинов и др., 2013]. Однако 
основное внимание в статье было обращено на ско-
рости роста ННМ, а не на их пространственную 
структуру, поскольку слой, в котором развиваются 
неустойчивости, имеет толстую конвективную обо-
лочку, маскирующую структуру течений под ней. 
В земной атмосфере наблюдения дают более полную 
информацию, что позволяет анализировать не только 
скорости роста и периоды собственных колебаний, 
но и их пространственную структуру.  

В статье [Мордвинов, Зоркальцева, 2022] нор-
мальные моды, похожие по структуре на крутиль-
ные колебания, действительно были получены, од-
нако все свойства колебаний воспроизвести не уда-
лось. Главной проблемой является параметризация 
среднего потока. Течения в атмосфере постоянно 
меняются, поэтому сложно выбрать какие-то кон-
кретные синоптические конфигурации в качестве 
возможного источника интересующих нас колебаний. 
Особенно трудно это сделать в тропосфере. В страто-
сфере течения имеют более простую конфигурацию, 
и такая задача становится возможной. В данной ра-
боте мы используем в расчетах наиболее часто встре-
чающуюся в нижней стратосфере конфигурацию 
полярный циклон + антициклон для изучения на этом 
уровне ННМ и попытки интерпретации крутильных 
колебаний. 

 
МОДЕЛЬ 

Математическая модель течения была принята 
такой же, как в работе [Мордвинов и др., 2023]. Ме-
тод решения задачи был изложен в работе [Мордви-
нов и др., 2013]. Для описания течения используем 
баротропное уравнение квазигеострофического по-
тенциального вихря [Dikpati, Gilman, 2001; Дымни-
ков, Филатов, 1988]:  
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где ψ — функция тока, связанная с вектором го-
ризонтальной скорости соотношением 
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v k i  λ — долгота; μ=cosθ;  

θ — полярный угол (коширота); a — радиус Земли; 
Ω — угловая скорость вращения Земли; 

0 2 sin 45L gh l gh≡ ≈ Ω   — радиус Россби—
Обухова; r — коэффициент рэлеевского трения, при-
нят равным 10 сут–1; K — коэффициент турбулентной 
вязкости; N — параметр, определяющий принятую 
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Рис. 1. Графики зависимости вязкости от степени сферической функции для γ'=10 (а) и γ'=20 (б): синий — рэлеев-

ское трение при N=0, голубой — обычная турбулентная вязкость при N=1 , красный и коричневый — гипервязкость 
при N=2 и N=3 соответственно 
 
модель параметризации вязкости. При обычной тур-
булентной вязкости N=1, а коэффициент K равен 
коэффициенту эффективной турбулентной кинема-
тической вязкости ν. Параметризации N>1 соответ-
ствуют гипервязкости. Мы рассмотрели два вари-
анта гипервязкости — N=2 и N=3. Задача решалась 
в сферической геометрии с разложением возмуще-
ний функции тока по сферическим функциям. При 
аппроксимации полей использовалось треугольное 
усечение. 

После линеаризации подставим решение уравне-
ния для возмущений в виде нормальной моды 

( ) ( ), , , .tt e Y′σ
γ γ

γ

′ψ λ µ = ψ µ λ∑  (3) 

В этом выражении величина σ' определяет скорость 
роста (или затухания) амплитуды нормальной моды 
(инкремент/декремент), а суперпозиция сфериче-
ских функций Yγ(μ, λ) характеризует пространствен-
ную структуру нормальной моды. И та и другая ве-
личина являются комплексными. После подста-
новки мы приходим к задаче на собственные значе-
ния и собственные функции оператора D: 

0 0 ,D ′ ′ ′ψ = σ ψ  (4) 
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где ( ), ;f g f gJ f g ∂ ∂ ∂ ∂
≡ −
∂λ ∂µ ∂µ ∂λ

 ;n nG k′ = ∆ψ + ψ  

;′σ = σ Ω  ( ) ( ), ,m n m nγ γγ = =  — волновой вектор; 
m — порядок сферической функции в разложении 
(зональное волновое число); n — степень сферической 

функции ( ), ,Yγ µ λ  ( )
4

1 1 ,NNr r Kn n a= Ω+ + Ω  

( )1 .nk n n= +  

Элементы матрицы D зависят от среднего потока 
( ), .ψ µ λ  Количество сферических функций в разло-

жении полей ′ψ  определяет размер матрицы D, а па-
раметризация вязкости — диагональные члены мат-
рицы r1. Вязкостный член удобно записать в виде 

( ) ( )( )1 1 1 .NN
t Nr r g= gg  + + gg  +  При отсутствии тур-

булентной вязкости g0=0. Для обычной турбулент-
ной вязкости N=1. Для гипервязкостей N=2 и N=3 
коэффициенты g1, g2 и g3 рассчитывались из условия 
равенства гипервязкости обычной турбулентной 
вязкости для выбранной гармоники. Например, если 
выбрана гармоника, имеющая степень ′γ , то урав-
нение для нахождения коэффициента gN будет иметь 
вид ( )1 .NN

t Nr g ′ ′= gg  +  На рис. 1 приведены графики 
зависимостей вязкостного члена от степени сфери-
ческой функции для 10′γ =  (а) и 20′γ =  (б). 

Мы используем упрощенную параметризацию 
вязкости. Это связано, в первую очередь, с двумер-
ностью задачи [Данилов, Гурарий, 2000]. Для баро-
тропных процессов, имеющих горизонтальный 
масштаб, намного превышающий характерную вы-
соту атмосферы, само понятие вязкости становится 
менее определенным. Кроме эффектов затухания 
возмущений необходимо учитывать их усиление 
за счет суммарного воздействия на баротропную со-
ставляющую бароклинных волн и вихрей — так 
называемую отрицательную вязкость. Рассчитать, 
и даже оценить, эту вынуждающую силу очень 
сложно. В некоторых случаях, в частности при бло-
кированиях в тропосфере, эта вынуждающая сила 
полностью компенсируется обычной вязкостью и тур-
булентный вязкостный член можно не учитывать 
[Дымников, Филатов, 1988; Дымников, 2007]. В ли-
неаризованной задаче на собственные функции и соб-
ственные значения, подобные усложнения вообще 
не имеют смысла и вязкость параметризуют в той 
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форме, которую мы использовали. Платой за упро-
щения является невозможность привязать резуль-
таты расчетов к конкретным синоптическим ситуа-
циям. Их приходится рассматривать только как ста-
тистическую тенденцию. Это, однако, вполне соот-
ветствует самому понятию крутильных колебаний, 
которые выделяются тоже статистически после про-
цедур усреднения и фильтрации [Zorkaltseva et al., 
2019].  

Упрощенной является и процедура задания сред-
него потока ( ), ,ψ µ λ  для которого рассчитываются 
нормальные моды. Мы выбрали в качестве объекта 
исследования одну из наиболее часто возникающих 
конфигураций — полярный циклон + среднеширот-
ный антициклон, аппроксимировав функцию тока 
каждого из вихрей простой гауссианой. В известном 
смысле эту конфигурацию можно рассматривать как 
результат усреднения зимних течений в верхней 
тропосфере — нижней стратосфере. Альтернатив-
ным вариантом может быть использование клима-
тического среднего потока, как это часто делается, 
однако нас интересуют не столько сами нормальные 
моды, сколько их зависимость от параметров сред-
него потока, а потому гораздо удобнее задать функ-
цию тока в упрощенном виде. Однако и в таком 
простом варианте различными могут быть положе-
ние центров гауссиан, их размер и амплитуда. Все 
эти переменные влияют на результаты расчетов, 
поэтому задача становится многопараметрической. 
Поскольку решать подобную задачу можно только 
численными методами, возникает необходимость 
оценки зависимости ННМ не только от структуры 
среднего потока, но и от параметров численных экс-
периментов. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ 
ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

Как мы уже отмечали, в зимней стратосфере Се-
верного полушария основными структурными обра-
зованиями являются циклонический вихрь над по-
люсом и антициклонический вихрь в умеренных 
широтах [Крупномасштабные…, 1988]. Известно, 
что при небольших меридиональных градиентах 
скорости зонально симметричное течение полярного 
вихря устойчиво, причем наименее затухающими яв-
ляются крупномасштабные нормальные моды. С уси-
лением антициклонического вихря и увеличением 
градиентов функции тока появляются неустойчивые 
нормальные моды. Особенно быстро неустойчивость 
растет при возрастании зональной неоднородности 
среднего потока. Проверим эти предварительные 
выводы с помощью численного эксперимента. 

Зададим функцию тока среднего течения в виде 
суммы двух гауссиан { }2

1 1expa k pψ = − +  

{ }2
2 2exp ,a k p+ − соответствующих циклоническому 

вихрю над полюсом и антициклоническому вихрю 
над средними широтами. Здесь p — ортодромия 
(угловое расстояние между центром вихря и произ-
вольной точкой на сфере); k1, 2 — коэффициенты, 
характеризующие ширину гауссианы, k1=1, k2 =1, 

…6; a1=0.5, a2=0.5. В радианах ширина гауссианы 
связана с коэффициентом k соотношением 

1 2 .k∆ =  Центр антициклона расположим на ши-
роте 60° N. В процессе численного эксперимента мы 
будем менять амплитуду антициклонического вихря 
и его ширину. Собственные функции уравнения (4) 
рассчитываются с точностью до постоянного мно-
жителя, поэтому ННМ зависят не от амплитуд вих-
рей, а от их отношения. Следовательно, решать за-
дачу можно не в абсолютных, а в относительных 
единицах. Поскольку циклонический вихрь центри-
рован относительно полюса, соотношение амплитуд 
вихрей определяет степень отклонения потока жид-
кости от зонально симметричного, что имеет опреде-
ляющее значение для развития неустойчивостей. Рас-
смотрим, как зависят от амплитуды вихрей и парамет-
ров численного эксперимента инкременты и простран-
ственная структура наиболее неустойчивых ННМ. 

1. Скорости роста ННМ 
На рис. 2 приведены графики зависимостей ха-

рактерных времен роста амплитуд наиболее не-
устойчивых ННМ 1/t ′= σ  (сут) от амплитуды анти-
циклона a2 для разного количества гармоник в раз-
ложении функции тока, при разных параметриза-
циях вязкости и выбранных гармониках 10l ′= γ =  
и 20.l ′= γ =  Графики темно-синего цвета соответ-
ствуют количеству nmax  гармоник в разложении 13, 
голубого —15, красного — 17, коричневого — 19. 

Сразу заметим, что для гармоники 20l ′= γ =  ре-
зультаты расчетов инкрементов практически совпа-
дают с результатами расчетов для обычной турбу-
лентной вязкости. Для гармоники 10l ′= γ =  расчеты 
с более высокими порядками гипервязкости N пока-
зывают увеличение характерного времени роста 
амплитуд наиболее неустойчивых нормальных мод, 
т. е. увеличение порядка гипервязкости уменьшает 
скорость роста неустойчивостей. Однако при самой 
большой амплитуде антициклона инкременты роста 
амплитуд практически не зависят от порядка гипер-
вязкости и зависят только от количества гармоник 
в разложении функции тока. 

Необычную зависимость от амплитуды антицик-
лона демонстрируют графики, соответствующие 
nmax =15 (голубые). При осесимметричном циклони-
ческом среднем потоке течение оказывается более 
неустойчивым, чем при суперпозиции циклониче-
ского вихря и антициклона с небольшой амплиту-
дой. При дальнейшем увеличении амплитуды анти-
циклона неустойчивость усиливается, а характерное 
время возрастания амплитуды ННМ сокращается. 
Для количества гармоник в разложении nmax=17 
(красные) и nmax=19 (коричневые) такой особен-
ности на графиках нет, степень неустойчивости 
плавно возрастает с увеличением количества гармо-
ник и амплитуды антициклона. Мы пока не можем 
объяснить особенности графиков при nmax=15. 

За исключением особенности при nmax=15, зави-
симости инкрементов неустойчивостей от амплитуды 
антициклонического вихря оказались вполне ожида-
емыми — темпы роста амплитуды наиболее неустой- 
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Рис. 2. Графики зависимостей характерных времен роста амплитуд наиболее неустойчивых ННМ от амплитуды 

антициклона для разного количества гармоник в разложении: темно-синий — nmax =13, голубой — nmax =15, красный — 
nmax =17, коричневый — nmax =19 

 
чивых мод возрастали с увеличением амплитуды 
антициклонического вихря. Однако они зависели 
также от количества гармоник в разложении — при 
изменении nmax от 15 до 19 характерное время раз-
вития неустойчивости изменяется на 50–100 %. Не-
сколько в меньшей степени, но примерно в тех же 
пределах результаты расчетов зависят от параметри-
зации гипервязкости. При дальнейшем увеличении 
количества гармоник в разложении эти различия, 
видимо, должны уменьшаться. Об этом говорят тео-
ретические оценки сходимости результатов расчетов 
собственных значений матриц D и их оценки [Дым-
ников, Скиба, 1986]. 

2. Пространственная структура ННМ 
Более сложной задачей является оценка измене-

ний пространственной структуры ННМ в зависимости 
от изменений среднего потока и параметров числен-
ного эксперимента. Для анализа мы использовали 
два варианта представления пространственной струк-
туры ННМ — карты распределений функции тока 
ННМ и спектры ННМ в разложении по сферическим 
функциям. Первый способ удобен для визуального 
анализа и качественного сравнения. Второй способ 
менее нагляден, зато позволяет количественно оце-
нить некоторые характеристики структуры ННМ. 

На рис. 3, а, б в столбцах 1, 2 показаны распре-
деления функции тока наиболее быстро растущих 
ННМ при разных конфигурациях среднего течения, 
изображенных в полярной проекции в столбцах 4. 
Распределения функции тока нормальных мод пред-
ставлены в горизонтальной (столбцы 1) и полярной 
(столбцы 2) проекциях. Средний поток во всех слу-
чаях представляет собой суперпозицию полярного 
циклонического вихря и антициклонического вихря 
в средних широтах. Амплитуда антициклонического 

вихря возрастает на рисунках сверху вниз. ННМ 
построены для 13 (а) и 15 (б) гармоник в разложе-
нии полей при обычной турбулентной вязкости. Над 
каждой панелью в столбцах 1 указаны характерные 
времена роста амплитуды ННМ (Т) и период коле-
баний (Т1). В столбцах 3 построены в изолиниях 
спектры ННМ в координатах n (ось Х) и n+m (ось Y). 
Осесимметричные гармоники располагаются на диа-
гональной синей линии y=x. На спектры ННМ нане-
сены графики зависимости энергии сферических 
функций от степени n в разложении ННМ по гармо-
никам. Под энергией сферической гармоники мы 
понимаем сумму квадратов действительного и мни-
мого коэффициентов в разложении. Видно, напри-
мер, что в спектре наиболее неустойчивой моды при 
осесимметричном среднем течении и 13 гармониках 
в разложении преобладает всего одна сферическая 
функция (осесимметричная), для которой n=5, m=0, 
время возрастания амплитуды в e раз составляет 
2.64 сут, а период колебаний 7916 сут, т. е. эта ННМ 
стационарна. 

На рис. 4 приведены наиболее неустойчивые ННМ 
для тех же конфигураций среднего течения, что   
и на рис. 3, но для 17 (а) и 19 (б) гармоник в разло-
жении полей функции тока. 

Видно, что при числе гармоник в разложениях 
nmax =13 (а) и nmax=15 (б) преобладают моды, имею-
щие осесимметричную структуру (7 случаев из 12). 
Они имеют разное количество смен знака вдоль ме-
ридиана, разные периоды колебаний и разные ин-
кременты роста. При nmax =17 и nmax=19 осесиммет-
ричные моды, по крайней мере, не являются самыми 
неустойчивыми. В 8 случаях из 24 структура наиболее 
неустойчивых мод почти не изменялась при измене-
нии амплитуды антициклона (6 случаев при nmax =17 
и nmax=19 и 2 случая при nmax=15), однако в осталь- 
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Рис. 3. Наиболее неустойчивые ННМ при разных конфигурациях среднего течения для 13 (а) и 15 (б) гармоник 

в разложении полей при обычной турбулентной вязкости. На рисунках а и б слева направо приведены функции тока 
ННМ в горизонтальной  и полярных проекциях, спектры ННМ в координатах n (ось Х) и n+m (ось Y) и распределения 
функции тока среднего течения в полярной проекции в относительных единицах 

 
Рис. 4. То же, что и на рис. 3, но для 17 (а) и 19 (б) гармоник в разложении полей 
 

ных случаях изменения структуры неустойчивых 
мод были большими. Для наглядности мы построили 
на рис. 5 композитные спектры наиболее неустой-
чивых мод в координатах n, n+m при разных пара-
метризациях вязкости (сверху вниз: N=0, 1, 2, 3), 
количестве сферических гармоник в разложении 
(слева направо: nmax=13, 15, 17 и 19) и амплитудах 
(a2=0… 5) антициклонического вихря. Темно-синий 
цвет соответствует нулевой амплитуде антициклона 

(зонально-симметричное течение), синий — 1, свет-
ло-синий — 2, бирюзовый — 3, бежевый — 4, 
оранжевый — 5. При N=0 турбулентная вязкость 
отсутствует, N=1 — обычная турбулентная вязкость, 
N=2, 3 соответствуют гипервязкостям степеней 2 и 3. 

Результаты расчетов спектров показывают, что 
структура наиболее неустойчивых ННМ сильно за-
висит от количества гармоник в разложении, это 
видно и на рис. 3, 4, и на рис. 5. Зависимость спектров 
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Рис. 5. Композитные спектры наиболее неустойчивых ННМ при параметризациях вязкости N=0, 1, 2, 3 (сверху 

вниз), количестве сферических гармоник в разложении nmax =13, 15, 17, 19 (слева направо) и разных амплитудах анти-
циклонического вихря (выделены цветом) 10.l ′= γ =  На каждой панели приведены значения характерного времени Т 
роста амплитуды наиболее неустойчивых ННМ 

 
от степени гипервязкости, видимо, несколько 
меньше.  

Спектральное представление структуры ННМ 
на рис. 5 неудобно для выяснения закономерностей 
появления ННМ с той или иной пространственной 
структурой, особенно в тех случаях, когда структура 
ННМ сложная, включающая большое количество 
гармоник в разложении. На рис. 6 мы построили 
графики зависимости от амплитуды антициклона a2 
средних значений степени сферических функций в 
разложении для 10.l ′= γ =  Панели соответствуют 
расчетам с параметризациями вязкости N=0, 1,  2, 3. 
Во всех случаях учитывалось рэлеевское трение с ха-
рактерным временем затухания 10 сут. 

За исключением результатов расчетов для гипер-
вязкости N=3, одинаковым образом ведут себя гра-
фики зависимостей средних степеней сферических 

функций при количестве гармоник в разложении 
nmax =17 (красные) и nmax =19 (коричневые). С уве-
личением амплитуды антициклона средняя степень 
сферических функций сначала убывает, а затем воз-
растает, т. е. сначала структура ННМ становится бо-
лее крупномасштабной, а затем в разложении снова 
появляются более высокие гармоники. Поведение 
графиков при nmax=13 (синие) и nmax =15 (голубые) 
носит более сложный характер. 

Следует отметить, что мы выделили только тен-
денции изменений структуры ННМ в зависимости 
от различных факторов. В отличие от инкрементов 
ННМ, демонстрирующих хорошо выраженные устой-
чивые зависимости, спектры ННМ при изменении 
параметров задачи меняются более хаотично, и невоз-
можно предсказать, какую структуру будет иметь 
неустойчивая ННМ в том или ином случае при том 
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Рис. 6. Графики зависимостей средних степеней сферических функций в разложении ННМ от амплитуды антицик-

лона a2 для разного количества гармоник в разложении: темно-синий — nmax =13, голубой — nmax =15, красный — 
nmax =17, коричневый — nmax =19; γ'=10 

 
или ином среднем потоке. Это существенно снижает 
ценность метода ННМ при предсказании структуры 
развивающихся течений. Видимо, без учета нели-
нейности процессов взаимодействия установить 
структуру течений при развитии неустойчивости 
будет очень сложно. Этот вывод относится и к ин-
терпретации наблюдаемых колебаний, включая кру-
тильные колебания. Осесимметричные наиболее 
быстро растущие моды появляются довольно часто, 
однако они сильно различаются по меридиональной 
структуре, периодам колебаний, инкрементам. 
Наконец, остается нерешенной проблема меридио-
нального распространения колебаний. Эффект ме-
ридиональных перемещений можно увидеть в высо-
ких широтах при анализе действительной и мнимой 
компонент осесимметричных ННМ, однако он не 
носит глобального характера и мы не можем под-
твердить его количественными расчетами. В целом 
проблема интерпретации крутильных колебаний 
остается нерешенной. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Выполнены численные расчеты ННМ в баро-
тропной квазигеострофической модели течения, 
обусловленного суперпозицией циклонического и ан-
тициклонического вихрей. Эта структура потока 
часто встречается в циркуляции зимней атмосферы 
в верхних слоях тропосферы или нижней стратосферы. 
В зависимости от амплитуды, структуры и положения 
вихрей среднее течение может быть либо устойчи-

вым, либо неустойчивым. Для исследования началь-
ной стадии развития неустойчивостей часто исполь-
зуют метод нормальных мод, который позволяет   
в линейном приближении оценить пороги возникно-
вения неустойчивости в зависимости от структуры 
среднего течения. Метод нормальных мод может 
быть использован для интерпретации наблюдаемых 
в атмосфере колебаний. Оба типа задач решаются чис-
ленно, поэтому рассчитанные ННМ зависят не только 
от структуры среднего потока, но и от параметров 
численного эксперимента. В нашем случаем пара-
метрами эксперимента были количество гармоник, 
использованных в разложении полей возмущений 
функции тока, и параметризации вязкости. Оценке 
подлежали, во-первых, зависимости ННМ от сред-
него потока и, во вторых, зависимости от парамет-
ров экспериментов. 

Поведение инкрементов наиболее быстро расту-
щих ННМ в зависимости от внешних условий ока-
залось более простым, чем структуры ННМ. Не-
устойчивость течения всегда возрастала с увеличе-
нием амплитуды антициклона, конечно, в разной сте-
пени при разных параметризациях вязкости и коли-
честве сферических гармоник в разложении полей 
возмущений функции тока. Более сложной оказа-
лась ситуация с пространственной структурой ННМ. 
Даже относительно небольшие изменения парамет-
ров эксперимента и среднего потока (амплитуды 
антициклона) существенно меняли структуру наиболее 
неустойчивых ННМ. В среднем с увеличением ам-
плитуды антициклона и количества гармоник в раз-
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ложении структура неустойчивых мод становилась 
более крупномасштабной, в ней преобладали сфе-
рические функции степеней n=1, 2, однако это было 
не всегда. Менее сильно на структуру ННМ влияла 
параметризация вязкости.  

Довольно часто среди наиболее быстро растущих 
ННМ появлялись осесимметричные колебания, од-
нако они сильно различались по меридиональной 
структуре, периодам и инкрементам. Кроме того, 
они не обеспечивали меридиональное распростра-
нение возмущений, что характерно для крутильных 
колебаний. В этом отношений проведенные числен-
ные эксперименты не дали каких-либо убедитель-
ных подтверждений в пользу гипотезы о крутиль-
ных колебаниях как собственных колебаниях атмо-
сферы в случае среднего потока, обусловленного 
суперпозицией течений полярный циклон + анти-
циклон. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Ми-
нобрнауки России (субсидия № 075-ГЗ/Ц3569/278). 
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