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Аннотация. Метод корреляционных функций 

флуктуаций амплитуды и фазы сигнала (КФАФ) 
используется для обработки колебаний в моделях 
одномерного и двумерного прямоугольного резона-
торов. Для всех случаев получено универсальное 
соотношение, которое устанавливает связь между 
периодом повторения пиков на функциях КФАФ и 
разностью соседних собственных частот Δωi в спек-
тре сигнала. Показано, что для двумерной стоячей 
волны эта разность может иметь только два значе-
ния, каждое из которых соответствует собственным 
частотам одномерных стоячих волн. Предлагаемый 
в данной работе метод позволяет обнаруживать все 
возможные одномерные стоячие волны, которые 
могут возникать в исследуемом объекте.  

 
Ключевые слова: корреляционные функции, флук-

туации амплитуды и фазы, собственные частоты. 

Аbstract. Method of correlation functions of signal 
amplitude and phase fluctuations (CFAP) is used for 
processing oscillations in one-dimensional and two-
dimensional rectangular cavity resonator models. For all 
cases, a universal relation, which gives a relationship 
between the repetition period of peaks on CFAP func-
tions and the difference of adjacent eigenfrequencies in 
the signal spectrum was obtained. It is shown that for 
two-dimensional standing wave, this difference can 
have only two values, each of which corresponds to 
eigenfrequencies of one-dimensional standing waves. 
The proposed method allows us to detect all possible 
one-dimensional standing waves which can occur in the 
object under study. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
Данная работа является одним из этапов созда-

ния нового метода обработки временных записей 
колебательных процессов, начало которой положено 
в ранних работах [Гульельми и др., 1983; Поляков, 
Потапов, 2001]. В качестве приложения этот метод 
уже был успешно использован при исследовании 
структуры стоячих сейсмических волн в оболочках 
Земли [Поляков, 2010] и для определения частоты 
первой гармоники различных одномерных стоячих 
МГД-волн в плазмосфере и на ее границе [Поляков, 
2013; Polyakov, 2014]. 

Рассмотрим участок почти монохроматических 
колебаний, которые содержат малые случайные из-
менения амплитуды и фазы. В этом случае на записи 
каждое отдельное колебание по своей форме, ам-
плитуде и периоду немного отличается от всех 
остальных. Согласно работе [Gudzenko, 1961], по-
добные колебания можно считать периодически 
нестационарным случайным процессом, для которого 
справедливо обобщение эргодической теоремы. Это 
означает, что по всем отдельным колебаниям, кото-
рые входят в состав участка записи, мы можем 
определить одно среднее колебание, которое перио-
дически повторяется от начала до конца участка. 
Кроме того, при определении авто- и кросскорреля-

ционных функций случайных отклонений амплитуды 
и фазы от этого среднего колебания мы можем также 
использовать процедуру усреднения по ансамблю 
отдельных колебаний. Именно эта процедура пред-
ставляет собой главную особенность предлагаемого 
метода обработки.  

В работе [Гудзенко, Чертопруд, 1964] такой под-
ход использовался при исследовании автоколеба-
тельной модели для циклов солнечной активности, а 
в работе [Озерный, Чертопруд, 1966] — при изуче-
нии квазизвездных объектов.  

Эти авторы для определения динамических ха-
рактеристик процессов использовали зависимости 
корреляционных функций от текущей фазы средне-
го колебания. В данной работе, а также в работах 
[Поляков, 2010; Поляков, 2013; Polyakov, 2014] ос-
новное внимание уделяется анализу зависимости 
этих функций от сдвига фазы. 

Другой важной особенностью метода обработки 
является использование предложенного в работе 
[Гудзенко, 1962] алгоритма практического опреде-
ления среднего колебания. Он был положен в основу 
компьютерной программы, созданной при выполне-
нии исследований [Поляков, 2010; Поляков, 2013; 
Polyakov, 2014]. 

Первый этап обработки состоит из узкополосной 
фильтрации. Для исходного сигнала получаем ком-
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плексную функцию быстрого преобразования Фурье 
(БПФ), действительная и мнимая части которой 
умножаются на спектральную функцию фильтра 
F(f). После обратного преобразования действитель-
ная часть является отфильтрованным сигналом. За-
висимость используемой в данном случае функции 
фильтра от частоты показана на рис. 1. Узкий пря-
моугольник на частоте f0 позволяет из любого ши-
рокополосного сигнала выделять квазимонохрома-
тические колебания. В то же время наличие частот-
ной полосы Δf при a1 оставляет вклад остальной 
части спектра, который создает в этих колебаниях 
малые флуктуации амплитуды и фазы. Сигнал после 
такой фильтрации становится пригодным для опре-
деления среднего колебания. 

На следующем этапе определяется среднее коле-
бание, а также амплитудные α и фазовые γ отклоне-
ния сигнала после фильтрации от этого среднего.  

На последнем этапе определяются корреляцион-
ные функции полученных флуктуаций: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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где Θ — фаза среднего колебания, точка над симво-
лом — производная по Θ, угловые скобки — усред-
нение по ансамблю отдельных колебаний, τ — сдвиг 
фазы.  

По результатам работ [Поляков, 2010; Поляков, 
2013; Polyakov, 2014] оказалось, что эти функции 
обладают очень любопытным и полезным для их 
дальнейшего практического использования свой-
ством. Для колебаний в любой точке резонатора или 
волновода зависимости КФАФ от τ имеют вид по-
следовательности максимумов (пиков), следующих 
друг за другом через равные интервалы. 

 
Рис. 1. Спектральная функция фильтра 

На рис. 2 дан пример этих зависимостей, полу-
ченных после обработки численно смоделирован-
ных колебаний одномерного резонатора в точке, 
расположенной вблизи одного из его «закреплен-
ных» концов. На графиках КФАФ безразмерны, а τ с 
учетом масштабного множителя измеряется в ради-
анах. Заметно, что функция G1 в отличие от G и G2 
представляет собой периодическую последователь-
ность не пиков, а резких скачков между отрицатель-
ными и положительными значениями.  

Особо следует отметить тот факт, что периоди-
ческая структура пиков КФАФ характерна не только 
для смоделированных колебаний, но и, по-
видимому, для любых колебаний естественного 
происхождения. Установлено, что аналогичные пики 
и скачки могут наблюдаться для всех функций од-
новременно после обработки временных записей 
сейсмических колебаний [Поляков, 2010] и возму-
щения геомагнитного поля [Поляков, 2013; 
Polyakov, 2014].  

В работе [Поляков, Потапов, 2001] было показано, 
что при однородной волновой скорости резонатора 
положение пика с номером k на оси τ определяется 
соотношением 

1

2 ,k k ω
τ = π

ω
  (2) 

где ω — несущая частота обрабатываемых колеба-
ний, ω1 — частота первой гармоники резонатора. 
Интервал между двумя соседними пиками 

1
1

2 .k k+
ω

∆ = τ − τ = π
ω

 (3) 

Интервал Δ — это параметр, который напрямую 
измеряется по графикам на рис. 2. Частота сигнала ω 
определяется в процессе обработки. Следовательно, 
соотношение (3) дает возможность косвенного изме-
рения ω1. Мы можем измерять частоту первой гармо-
ники резонатора, имея в качестве исходной информа-
ции только запись колебаний в одной его точке. 

  
Рис. 2. Пример КФАФ для колебаний в одной из точек 

одномерного резонатора 
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Связь пиков корреляционных функций флуктуаций…   Relatioship between peaks of the correlation functions… 
 

Для двумерного прямоугольного резонатора 
[Поляков, 2013; Polyakov, 2014] характеристики пи-
ков КФАФ определяются теми же соотношениями 
(2) и (3). Отличие только в том, что частота ω1 может 
принимать не одно, а два разных значения, каждое из 
которых соответствует одной одномерной стоячей 
волне в двумерном резонаторе. 

В работе [Polyakov, 2014] рассмотрен случай с 
параболической зависимостью волновой скорости 
от координаты внутри резонатора. Анализ получен-
ных результатов позволяет предположить, что для 
любой произвольной неоднородности скорости ин-
тервал между соседними пиками КФАФ должен 
определяться универсальным соотношением 

1

2 2 ,
i i i+

ω ω
∆ = π = π

ω −ω ∆ω
  (4) 

где i — номер гармоники, начиная с которого соб-
ственные частоты ωi становятся эквидистантными. 
Очевидно, что (3) для однородной скорости является 
частным случаем соотношения (4). 

В данной работе мы попытаемся подтвердить и 
уточнить это соотношение, сопоставляя пики зави-
симостей КФАФ от τ с собственными частотами в 
спектре обрабатываемых колебаний. 

 
2.  ОДНОМЕРНЫЙ РЕЗОНАТОР 
Будем использовать простейшие модели, которые в 

спектре сигнала могут давать собственные частоты.  
Рассмотрим модель колебаний b(t, x), описывае-

мую одномерным волновым уравнением с функцией 
источника в правой части с граничными условиями 
«закрепленных» концов: 

[ ]
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где V — волновая скорость, ν — декремент затуха-
ния, k — волновое число источника, l — длина резо-
натора. Временная зависимость источника пред-
ставляет собой сумму узкополосной по спектру 
функции sin(ωt) и широкополосной функции слу-
чайных значений g(t). 

Для численного решения использовалась явная 
разностная схема [Аки, Ричардс, 1983] (метод ко-
нечных разностей) и соответствующая последова-
тельность алгоритмов вычислений. Задавая шаг 
пространственно-временной сетки h и значения па-
раметров l, V, n, ω, k, мы моделируем временные 
записи сигнала b(t) в любой точке резонатора. 

После фильтрации сигнал разбивается на от-
дельные временные участки, вмещающие по 75 пол-
ных колебаний на частоте f0. Для каждого участка 
компьютерная программа метода КФАФ определяет 
зависимости функций (1) от τ, подобные тем, ко-
торые показаны на рис. 2. 

По сравнению с работами [Поляков, 2010; Поляков, 
2013; Polyakov, 2014] программа была дополнена дву-
мя новыми процедурами. Первая выявляет наличие 
или отсутствие пиков для каждой из функций (1). 

При наличии пиков вторая процедура определяет 
интервал Δ между первым и вторым. Используя эти 
прямые измерения, можно косвенно определить пе-
риод разности соседних собственных частот по 
формуле, которая получается из соотношения (4): 

2 ,
2i

T T∆ω
π ∆

= =
∆ω π

 (6) 

где T — период частоты ω в источнике модели (5) 
или период колебаний после фильтрации, поскольку 
так же, как в работах [Поляков, 2010; Поляков, 2013; 
Polyakov, 2014], частоту фильтра f0 мы будем зада-
вать условием ω=2πf0. 

Для каждого временного участка колебаний 
можно получить три значения TΔω, если все функции 
(1) успешно проходят проверку на наличие пиков. 
По совокупности всех участков может набираться 
достаточно большое количество косвенных измере-
ний. Это делает возможным построение распреде-
ления значений TΔω, т. е. функции зависимости от 
TΔω количества измерений, которое приходится на 
то или иное измеряемое значение. На данном этапе 
разработки компьютерной программы метода 
КФАФ в отличие от работ [Поляков, 2010; Polyakov, 
2014] именно эти функции следует считать конеч-
ным продуктом обработки исходного сигнала. 

При длине резонатора l=1 собственные значения 
для модели (5) определяются номером гармоники n: 
kn=nπ. Если в источнике принять k=1.5π, в составе 
колебаний b(x, t) будет присутствовать не одна, а 
множество гармоник.  

На рис. 3 на левой вертикальной панели приведены 
зависимости от частоты модуля комплексной функ-
ции преобразования Фурье сигнала b(t), полученно-
го в точке, расположенной вблизи одного из «за-
крепленных концов». Хорошо видно, что кроме не-
сущей частоты f0 в спектре присутствует ряд соб-
ственных частот резонатора. Для некоторых из них 
указаны номера гармоник. На рис. 3, а для нагляд-
ности показана спектральная функция фильтра F(f). 
После фильтрации в спектре остаются только те 
собственные частоты, которые попадают в полосу 
Δf. Период частоты горизонтальной оси f измеряется 
в количестве временных шагов дискретизации. Не-
сущая частота f0=0.05 означает, что на 1 период ко-
лебаний приходится 20 шагов. 

На центральной вертикальной панели показаны 
зависимости от τ корреляционной функции G, полу-
ченные после обработки методом КФАФ одного из 
временных участков исходного сигнала. Правая вер-
тикальная панель представляет собой гистограммы 
распределений значений TΔω, определяемых по всем 
участкам. Для вертикальной оси N — число измере-
ний, которое приходится на шаг гистограммы, N0 — 
общее число измерений. На горизонтальной оси пе-
риод TΔω измеряется в секундах, т. е. количество ша-
гов дискретизации умножено на величину шага, для 
которого принято произвольное значение 0.1.  

Таким образом, на рис. 3 представлены результаты 
обработки одного и того же сигнала при разной ши-
рине частотной полосы фильтра Δf. На рис. 3, а эта 
ширина больше всех остальных. В спектре наблюда-
ется большое количество пиков собственных частот.  
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Рис. 3. Зависимость результатов обработки методом КФАФ от количества собственных частот в спектре сигнала по-

сле фильтрации 
 

Корреляционная функция G(τ) представляет собой 
периодическую последовательность узких пиков. 
На распределении TΔω мы видим максимум на зна-
чении, которое всего на несколько процентов отли-
чается от значения периода первой гармоники (ука-
зано на рисунке), полученного для тех же парамет-
ров (5), при которых смоделирован сигнал. Это под-
тверждает тот факт, что при однородной скорости в 
резонаторе разность соседних собственных частот 
совпадает с частотой первой гармоники. 

На рис. 3, б ширина полосы фильтра существенно 
меньше и соответственно в спектре меньше пиков 
собственных частот. При этом ширина пиков функ-
ции G(τ) заметно увеличивается. На рис. 3, в в спек-
тре наблюдаются только два пика. Ширина пиков 
функции G достигает максимального значения. Од-
нако положение пиков на оси τ абсолютно не меня-
ется. На распределении периодов максимум стано-
вится шире и меньше по высоте. Однако значение 
TΔω, на которое он приходится, остается тем же са-
мым. Наконец, когда в спектре остается только один 
пик собственной частоты (рис. 3, г), пики функции G 
не уширяются, а просто исчезают. При этом исче-
зает максимум в распределении TΔω и все значения 
становятся равномерно размазанными по горизон-
тальной оси.  

Получается, что, чем меньше собственных ча-
стот в спектре, тем шире пики функции G. Это 
напоминает известное из оптики свойство дифрак-
ционной решетки: чем больше щелей, тем уже ин-
терференционные линии на экране. Очевидно, что 
между собственными частотами в спектре и пиками 
корреляционных функций (1) существует такая же 
связь, как между щелями решетки и интерференци-
онными линиями на экране.  

Аналогия с решеткой подтверждается структу-
рой соотношения для положения пика КФАФ с но-
мером k на оси τ (2)–(4): 

Δωiτk=2πkω.  
Известное соотношение для углового положения φk 

интерференционной линии решетки имеет вид 
dsinφk=kλ.  

Эти соотношения подобны по своей структуре. 
Отличие состоит только в физическом значении па-
раметров. Вместо расстояния между щелями d в 
нашем случае имеет место расстояние между сосед-
ними собственными частотами Δωi, вместо угло-
вого положения интерференционной линии φk — 
положение пика КФАФ τk на оси τ, вместо длины 
волны λ — частота обрабатываемых колебаний ω. 
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Метод КФАФ и компьютерную программу обра-
ботки предполагается использовать в качестве изме-
рительного прибора, так же как используется ди-
фракционная решетка. Результатом измерений явля-
ется параметр «решетки» собственных частот Δωi.  

В большинстве случаев собственные частоты 
стоячих волн естественного происхождения стано-
вятся неэквидистантными вследствие плавной неод-
нородности волновой скорости вдоль координаты. 
Это, в частности, характерно для продольных альве-
новских волн в магнитосфере [Leonovich, Mazur, 
2001]. Такие собственные частоты аналогичны ре-
шетке с неэквидистантными щелями, поэтому 
должны приводить к искажениям пиков КФАФ. 

Неэквидистантность собственных частот может 
быть обусловлена разными причинами. При реше-
нии краевой задачи (5) методом конечных разностей 
собственные функции и собственные частоты опре-
деляются с некоторой погрешностью. Чем выше 
номер гармоники, тем больше эта погрешность. 
Критическим должен быть номер, при котором 
между узлами или пучностями стоячей волны укла-
дывается два шага координатной сетки. Очевидно, 
что в спектре смоделированного сигнала b(t) с лю-
бым шагом сетки h собственные частоты при высо-
ких номерах гармоник будут отличаться от истинных 
значений и, следовательно, должны быть неэквиди-
стантными. 

На рис. 4, a–в показаны результаты обработки сиг-
нала, полученного при различных значениях шага h 
(указаны на графиках). Одинаковый масштаб ча-
стотной оси в спектре достигается подбором необ-
ходимого коэффициента децимации.  

На панели a шаг составляет 0.01, следовательно, 
критический номер гармоники должен быть равен 50. 
В спектре сигнала в частотную полосу фильтра по-
падают частоты с гораздо меньшими номерами от 4 
до 13, значения которых не сильно отличаются от 
истинных. Среднее относительное отличие двух 
соседних Δfi, определяемое соотношением 

( )1

1

2
,i i

i i

f f
f f

+

+

∆ − ∆
δ =

∆ + ∆
  (7) 

составляет 0.5 %. Собственные частоты почти экви-
дистантны, и корреляционная функция G содержит 
отчетливые неискаженные пики. На распределении 
TΔω наблюдается узкий максимум, который, так же 
как на рис. 3, приходится на значение, совпадающее 
с периодом первой гармоники. На горизонтальной 
оси стрелкой отмечено значение периода среднего 
Δfi, вычисленного непосредственно по графику 
спектра для тех номеров гармоник, которые попа-
дают в частотную полосу. 

На панели б при тех же параметрах модели шаг 
по координате увеличен до h=0.025. Критический 
номер гармоники при этом равен 20. Гармоники с 4 
по 12 в спектре становятся ближе этому номеру по 
сравнению с рис. 4, а. Характеристика неэквидистант-
ности для этих собственных частот δ=1.5 % значи-
тельно больше, чем в предыдущем случае. В резуль-
тате этого на графике функции G появляются флукту-

ации, пики становятся немного искаженными. На рас-
пределении ширина максимума увеличивается, т. е. 
увеличивается статистический разброс значения TΔω 
наибольшей вероятности. Само это значение немного 
сдвигается вправо в сторону увеличения. Период 
среднего Δfi, отмеченный стрелкой, также смеща-
ется вправо. Среднее Δfi в спектре становится не-
много меньше, чем на рис 4, а, для тех же номеров 
гармоник за счет того, что существенно уменьша-
ется Δfi с номерами от 9 до 12. 

На панели в h=0.05. Номер гармоники, при кото-
ром собственная частота в спектре существенно от-
личается от истинного значения, равен 10. Эта ча-
стота в отличие от предыдущих случаев попадает в 
полосу фильтра. По графикам спектров заметно, что 
она сильно смещена в сторону уменьшения по срав-
нению с рис. 4, а, б. Средняя неэквидистантность (7) 
для номеров гармоник с 4 по11 δ=4.6 % на порядок 
больше, чем на рис. 4, а. При этом искажение пиков 
корреляционной функции становится настолько ве-
лико, что они просто исчезают. Периоды TΔω, кото-
рые все-таки удается измерить, на распределении 
образуют небольшой по высоте и сильно рас-
плывшийся максимум. Однако даже в этом случае 
отчетливо видно, что смещение максимума по гори-
зонтальной оси сопровождается точно таким же 
смещением стрелки.  

Во всех рассмотренных случаях период TΔω мак-
симума вероятности на распределении совпадает с 
периодом среднего значения Δfi для тех номеров 
собственных частот, которые остаются в спектре 
сигнала после фильтрации. Следовательно, при не-
эквидистантности, обусловленной любой из воз-
можных причин, TΔω в соотношении (6) должен 
быть именно таким периодом. Эффективность изме-
рения, которая зависит от отчетливости пиков 
КФАФ, будет удовлетворительной, если для сред-
ней неэквидистантности (7) выполняется условие 
δ<5 %. В противном случае измерения просто не-
возможны.  

Как уже было упомянуто ранее, во всех преды-
дущих исследованиях свойств пиков КФАФ для 
разных моделей колебаний [Поляков, 2010; Поляков, 
2013; Polyakov, 2014] частота фильтра 2πf0 всегда 
устанавливалась равной частоте ω в источнике (5). 
Поэтому период T в эмпирическом соотношении (6) 
можно считать одновременно периодом вынужден-
ных колебаний источника и периодом колебаний 
после фильтрации сигнала. Поскольку физически 
эти колебания различаются, необходимо выяснить, 
к какому из них относится T. 

На панели г представлены результаты обработки 
сигнала, смоделированного при тех же параметрах, 
включая шаг по координате, как на рис. 4, a. Отли-
чие только в том, что для функции фильтра F(f) 
(см. рис. 1) частота f0 вместе с полосой пропуска-
ния Δf смещена в сторону увеличения. На спек-
трах рис. 4, a, г это смещение хорошо заметно. Вы-
нужденные колебания в обоих случаях имеют пик 
на частоте источника 0.05. По спектрам видно, что 
на рис. 4, г эта частота в отличие от рис. 4, a не сов-
падает с f0. 
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Рис. 4. Особенности результатов метода КФАФ для колебаний в одномерном резонаторе: a–в — влияние неэквиди-

стантности собственных частот; г — изменения, связанные с частотой f0 спектральной функции фильтра; д — изменения 
при отсутствии широкополосного вклада g(t) в источнике колебаний 

 
Сравнивая рис. 4, a, г, можно заметить, что для 

корреляционной функции G(τ) интервалы между 
соседними пиками Δ существенно различаются, а 
период TΔω максимума вероятности на графиках 
распределений абсолютно не меняется. Такой ре-
зультат однозначно указывает на то, что в соотно-
шениях (4) и (6) ω и T определяются частотой f0 и 
периодом фильтра, а не частотой колебаний в ис-
точнике.  

В спектре на рис. 4, г пик частоты источника вы-
падает из состава последовательности собственных 
частот, как будто в произвольном месте дифракци-
онной решетки появилась дополнительная щель. 
Однако это никак не повлияло на пики КФАФ и на 
конечное распределение периодов TΔω. Более того, 
оказалось, что они абсолютно не меняются, если пик 

частоты источника полностью удалить из спектра, т. е. 
в (5) принять f(t, x)=sin(kx)g(t).  

На рис. 4, д рассмотрена ситуация, когда в ис-
точнике (5), наоборот, отсутствует широкополосная 
составляющая: f(t, x)=sin(kx)sin(ωt). Наличие соб-
ственных частот в спектре обусловлено тем обстоя-
тельством, что функция sin(ωt) не является моно-
хроматической, поскольку определяется на ко-
нечном временном интервале. При этом в корре-
ляционной функции G(τ) наблюдается периодиче-
ская последовательность пиков — такая же, как на 
рис. 4, а. Распределения периодов TΔω на обоих ри-
сунках одинаковы. 

Результаты, показанные на рис. 4, г, д, подтвер-
ждают вывод о том, что пики корреляционных 
функций формируются только «решеткой» соб-

67 



Связь пиков корреляционных функций флуктуаций…   Relatioship between peaks of the correlation functions… 
 
ственных частот. Любые другие частоты в спектре 
для этих пиков не играют никакой роли. Кроме того, 
неважно, по какой причине собственные частоты 
появляются в спектре сигнала. 

  
3.  ДВУМЕРНЫЙ 

ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ РЕЗОНАТОР 
Рассмотрим особенности результатов обработки 

методом КФАФ, связанные с двумерностью стоячих 
волн.  

Резонатором будем считать прямоугольник с 
длинами сторон lx и lz вдоль координат x и z. Дву-
мерное неоднородное волновое уравнение и гранич-
ные условия, аналогичные (5), имеют вид: 
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При lx=0.8, lz=1.0 собственные значения для сто-
ячих волн вдоль координат x и z определяются па-
рой целых чисел n и m: 
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Собственные частоты двумерной стоячей волны 

( ) ( )2 22 2 2 2 2 2
1 1 1 1 .nm x z x zVk n Vk m n mω = + = ω +ω   (10) 

Если в функции источника f (t, x, z) параметры kx 
и kz задавать соотношениями (9) при целом m и 
нецелом n, собственные частоты (10), наблюдаемые 
в спектре колебаний, будут отличаться только раз-
ными номерами n. 

На рис. 5 представлены результаты обработки 
колебаний, численно смоделированных в точке, 
расположенной вблизи одной из границ резонатора. 
Для всех случаев в источнике (8) kx задано нецелым, 
n=1.2, kx=1.5π. Указанные на спектрах значения kz 
задаются разными целыми m: kz=mπ. Цифрами на 
графиках отмечены номера n для некоторых пиков 
собственных частот. 

На рис. 5, a заданное значение m=1. В спектре 
после фильтрации имеются пики собственных ча-
стот со значениями n от 4 до12, для которых можно 
считать n2

m2. Собственные частоты (10) для этих 
номеров становятся почти идеально эквидистант-
ными: ωnm=ωx1n. Среднее относительное отличие 
двух соседних частот Δfi (7) на графике спектра со-
ставляет всего несколько десятых процента. Корре-
ляционная функция G(τ), так же как во всех случаях 
одномерного резонатора с эквидистантными часто-
тами, представляет собой периодическую последова-
тельность отчетливых неискаженных пиков. На рас-
пределении TΔω наблюдается узкий максимум на пе-
риоде, который почти идеально совпадает с перио-
дом Tx1 первой гармоники стоячей волны вдоль коор-
динаты x. Стрелкой указан период среднего Δfi, 
определяемый непосредственно по собственным 
частотам в спектре. 

На рис. 5, б номер волновое число kx=1.5π в ис-
точнике (8) остается тем же самым, а m=4. Заметно, 

что в спектре собственные частоты с разными номе-
рами n сдвинуты вправо по сравнению с аналогич-
ными частотами на рис. 5, а. При этом, согласно 
(10), чем больше n, тем меньше сдвиг. В результате 
в частотной полосе на рис. 5, б появляются дополни-
тельные собственные частоты с номерами n от 1 до 3. 
Согласно (10), при m=4 такие частоты должны быть 
сильно неэквидистантными. Средняя по всем часто-
там степень неэквидистантности (7) существенно 
увеличивается (δ=4 %), а средняя разность соседних 
частот Δfi уменьшается. При этом пики на корреля-
ционной функции G(τ) заметно искажаются по 
сравнению с рис. 5, a. На распределении периодов 
TΔω максимум становится шире и смещается вправо. 
Период среднего Δfi, отмеченный стрелкой, также 
увеличивается. 

На рис. 5, в рассматривается случай с m=5. 
Сильно неэквидистантными становятся частоты с но-
мерами n от 1 до 5. Степень неэквидистантности по 
всем частотам в спектре возрастает до δ=6 %. В ре-
зультате пики функции G(τ) искажены настолько, 
что их уже почти невозможно различить. На распре-
делении максимум расплывается еще больше и по-
являются помехи, обусловленные сильным искаже-
нием формы пиков.  

Если при обработке того же самого сигнала ши-
рину полосы фильтра уменьшить со стороны низких 
частот, как это сделано на рис. 5, г, в спектре будут 
удалены самые неэквидистантные собственные ча-
стоты и δ=2 %. При этом видно, что пики функции 
G(τ) сразу же восстанавливают свою отчетливую 
периодическую структуру. На распределении мак-
симум вместе со стрелкой смещается влево. Его пе-
риод TΔω отыгрывает изменение, связанное с неэк-
видистантностью частот на рис. 5 б, в, и становится 
ближе периоду максимума на рис. 5, а и периоду 
первой гармоники Tx1. 

Приведенные особенности, связанные с влиянием 
неэквидистантности собственных частот двумерных 
стоячих волн, оказываются точно такими же, как в 
случае одномерных стоячих волн (см. рис. 4, a, б). 
Для них справедлива такая же аналогия. Двумерные 
собственные частоты (10) при условии n2

m2 могут 
образовывать в спектре сигнала эквидистантную 
«решетку» ωnm=ωx1n, которая формирует отчетли-
вые пики функций КФАФ. 

На рис. 6 рассмотрены случаи с различной 
структурой собственных частот в спектре колеба-
ний двумерного резонатора. Для рис. 6, a параметры 
kx и kz функции источника (8) заданы соотношени-
ями (9) с целым n=1 и нецелым m=1.2. Наблюдае-
мые в спектре собственные частоты (10) имеют один 
и тот же номер n=1 и отличаются только номерами 
m. На графике эти номера указаны для некоторых 
частот. На рис. 6, б, наоборот, n=1.2, а m=1. Соб-
ственные частоты отличаются номером n.  

В обоих случаях в полосу пропускания фильтра 
попадают частоты с высокими номерами n или m, 
которые, согласно (10) и тому, что видно на спек-
трах, становятся эквидистантными. В результате на 
графиках корреляционной функции G(τ) формиру-
ются отчетливые последовательности неискажен-
ных пиков.  
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Рис. 5. Влияние неэквидистантности собственных частот двумерного однородного резонатора 

 
Рис. 6. Особенности результатов метода КФАФ для колебаний в двумерном резонаторе: a, б — влияние присутствия 

среди собственных частот ωnm двух разных эквидистантных последовательностей: ωnm=ωx1n и ωnm=ωz1m; в–д — вли-
яние всех собственных частот с разными номерами n и m 
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Поскольку размеры резонатора вдоль коорди-
натных осей заданы неодинаковыми значениями 
lx=0.8, lz=1.0, разности соседних собственных ча-
стот Δfi в спектрах на рис. 6, a, б отличаются друг от 
друга. Согласно (10), для рис. 6, а имеем ωnm=ωz1m. 
Эта разность должна совпадать с частотой fz1 первой 
гармоники одномерной стоячей волны вдоль коорди-
наты z. На рис. 6, б ωnm=ωx1n, разность Δfi совпадает 
с частотой fx1 вдоль координаты x. Обработка коле-
баний методом КФАФ приводит к тому же резуль-
тату. На распределениях периодов в обоих случаях 
образуются узкие максимумы, для которых значе-
ния TΔω почти идеально совпадают с приведенными 
на графиках значениями периодов Tz1 или Tx1.  

На рис. 6, в–д одновременно оба параметра kx и kz 
в источнике заданы в (9) нецелыми n и m. При этом 
в составе колебаний должны присутствовать соб-
ственные частоты (10), определяемые любой произ-
вольной комбинацией двух целых чисел. На графи-
ках спектров мы видим, что количество пиков соб-
ственных частот на рис. 6, в–д во много раз больше, 
чем на рис. 6, а, б. В полосе фильтра этих пиков 
становится настолько много и расположены они на 
частотной оси так плотно, что для них невозможно 
определить номера n и m. В то же время среди них 
должны находиться те же эквидистантные частоты, 
что и на рис. 6, a, б. Однако по графикам заметно, 
что пики этих частот невозможно отличить от всех 
остальных.  

Графики корреляционных функций G(τ) на рис. 6, 
в–д не содержат таких отчетливых периодических 
пиков, как на рис. 6 а, б. Однако на каждом из них 
можно все-таки заметить первый и небольшой по 
высоте второй пики. При обработке временных 
участков колебаний этого оказывается достаточно для 
измерения интервала Δ между соседними пиками и, 
следовательно, для косвенного измерения периода (6). 

На всех без исключения графиках распределений 
периодов TΔω максимумы вероятности на рис. 6, в–д, 
приходятся на те же самые значения, что и на рис. 6, a, 
б. Максимумов с каким-либо другим значением TΔω 
при разной структуре собственных частот в спектре 
не было обнаружено ни разу. Чаще всего на графи-
ках распределений наблюдается один максимум на 
периоде TΔω, совпадающем с Tx1 или с Tz1. Однако 
иногда эти два максимума, как на рис. 6, г, появля-
ются одновременно.  

Совпадение периодов максимумов распределе-
ний на рис. 6 позволяет однозначно сделать важный 
вывод для всего метода КФАФ. В случае со слож-
ной структурой собственных частот в спектре коле-
баний функции КФАФ и распределения периодов 
TΔω реагируют только на те из них, которые являются 
эквидистантными.  

Среди всех частот двумерного резонатора (10) 
эквидистантными могут быть только частоты 
ωnm=ωz1m (при nm) или ωnm=ωx1n (при nm). 
Каждый такой ряд соответствует частотам одной 
одномерной стоячей волны вдоль координат z или x. 
Максимумы вероятности в распределении отслежи-
вают значения TΔω для обеих волн. Получается, что 
в отличие от одномерного резонатора распределение 

периодов для двумерного резонатора содержит не 
один, а два максимума. Для трехмерного резонатора 
таких максимумов должно быть три.  

 
4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
1. Установлено, что пики корреляционных функ-

ций (1) связаны с пиками собственных частот в 
спектре сигнала точно так же, как интерференцион-
ные полосы на экране связаны с последовательно-
стью щелей дифракционной решетки. Чем больше 
разность соседних собственных частот Δfi (период 
решетки), тем меньше интервал Δ между двумя со-
седними пиками в корреляционных функциях и 
наоборот: чем меньше Δfi, тем больше Δ. При 
уменьшении числа собственных частот пики КФАФ 
расплываются. Если в спектре остается только один 
пик собственной частоты (одна щель), пики КФАФ 
(полосы на экране) полностью исчезают. 

2. Эмпирическое соотношение между интерва-
лами Δ и Δfi имеет вид  

02 ,
i

f
f

∆ = π
∆

 (11) 

где f0 — несущая частота колебаний после фильтра-
ции — один из параметров спектральной функции 
фильтра на рис. 1, который можно менять по своему 
усмотрению.  

3. Если собственные частоты неэквидистантны и 
разность Δfi неодинакова при разных номерах гар-
моник, в знаменателе правой части (11) Δfi является 
средним значением для всех собственных частот, 
которые остаются в спектре после фильтрации. При 
сильной неэквидистантности, когда среднее относи-
тельное отличие (7) для этих частот δ>5 %, пики 
КФАФ становятся настолько искаженными, что ин-
тервал Δ просто невозможно измерить. 

4. Показано, что для двумерной стоячей волны 
справедлива указанная выше аналогия. Собственные 
частоты (10) образуют две разные эквидистантные 
«решетки»: ωnm=ωz1m (при nm) и ωnm=ωx1n (при 

nm). Функции КФАФ и распределения периодов 
TΔω отслеживают каждую из них. В первом случае 
наиболее вероятное значение Δfi в распределении 
совпадает с частотой первой гармоники fz1 одномер-
ной волны вдоль координаты z. Во втором случае Δfi 
совпадает с частотой волны fx1 вдоль координаты x.  

В отличие от одномерной стоячей волны в дву-
мерном случае распределение периодов, получаемое 
после обработки исходного сигнала, содержит не 
один, а два максимума. Каждый максимум обуслов-
лен одномерной стоячей волной — одной из двух 
возможных. Очевидно, что для трехмерной стоячей 
волны таких максимумов будет три.  

5. Компьютерная программа метода КФАФ до-
полнена двумя новыми процедурами. Вся исходная 
запись возмущения поля разбивается на отдельные 
временные участки. Для каждого участка определя-
ются корреляционные функции (1) и непосредствен-
но по ним измеряется интервал Δ. По формуле (11) 
косвенно измеряется разность частот Δfi или ее пе-
риод TΔω. В результате получается множество изме-
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рений этих периодов. Конечным продуктом обработки 
становится график распределения значений TΔω по 
вероятности их появления в массиве измерений.  

Установлено, что каждый максимум в распреде-
лении обусловлен одной из эквидистантных после-
довательностей собственных частот в спектре сиг-
нала. Один максимум соответствует одной одно-
мерной стоячей волне из всех возможных волн в 
резонаторе или волноводе. Для каждой из них мы 
можем экспериментально измерить период TΔω. Ре-
зультаты обработки численно смоделированных коле-
баний показывают, что созданная программа работает 
эффективно даже тогда, когда собственные частоты 
становятся слабо неэквидистантными или когда пики 
этих частот в спектре невозможно отличить от множе-
ства других спектральных пиков. 

6. Предлагаемый в данной работе метод позволяет 
обнаруживать все одномерные стоячие волны, кото-
рые могут возникать в исследуемом объекте. Коли-
чество таких волн и период TΔω каждой из них зави-
сит от размеров, формы и структуры объекта. В бу-
дущем этот метод мог бы стать средством зондиро-
вания и выявления внутренней структуры удален-
ных или недоступных объектов.  
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	Аннотация. Метод корреляционных функций флуктуаций амплитуды и фазы сигнала (КФАФ) используется для обработки колебаний в моделях одномерного и двумерного прямоугольного резонаторов. Для всех случаев получено универсальное соотношение, которое устанав...
	Аbstract. Method of correlation functions of signal amplitude and phase fluctuations (CFAP) is used for processing oscillations in one-dimensional and two-dimensional rectangular cavity resonator models. For all cases, a universal relation, which give...
	Данная работа является одним из этапов создания нового метода обработки временных записей колебательных процессов, начало которой положено в ранних работах [Гульельми и др., 1983; Поляков, Потапов, 2001]. В качестве приложения этот метод уже был успеш...
	Рассмотрим участок почти монохроматических колебаний, которые содержат малые случайные изменения амплитуды и фазы. В этом случае на записи каждое отдельное колебание по своей форме, амплитуде и периоду немного отличается от всех остальных. Согласно ра...
	В работе [Гудзенко, Чертопруд, 1964] такой подход использовался при исследовании автоколебательной модели для циклов солнечной активности, а в работе [Озерный, Чертопруд, 1966] — при изучении квазизвездных объектов.
	Эти авторы для определения динамических характеристик процессов использовали зависимости корреляционных функций от текущей фазы среднего колебания. В данной работе, а также в работах [Поляков, 2010; Поляков, 2013; Polyakov, 2014] основное внимание уде...
	Другой важной особенностью метода обработки является использование предложенного в работе [Гудзенко, 1962] алгоритма практического определения среднего колебания. Он был положен в основу компьютерной программы, созданной при выполнении исследований [П...
	Первый этап обработки состоит из узкополосной фильтрации. Для исходного сигнала получаем комплексную функцию быстрого преобразования Фурье (БПФ), действительная и мнимая части которой умножаются на спектральную функцию фильтра F(f). После обратного пр...
	На следующем этапе определяется среднее колебание, а также амплитудные α и фазовые γ отклонения сигнала после фильтрации от этого среднего.
	На последнем этапе определяются корреляционные функции полученных флуктуаций:
	(1)
	где Θ — фаза среднего колебания, точка над символом — производная по Θ, угловые скобки — усреднение по ансамблю отдельных колебаний, τ — сдвиг фазы.
	По результатам работ [Поляков, 2010; Поляков, 2013; Polyakov, 2014] оказалось, что эти функции обладают очень любопытным и полезным для их дальнейшего практического использования свойством. Для колебаний в любой точке резонатора или волновода зависимо...
	Рис. 1. Спектральная функция фильтра
	На рис. 2 дан пример этих зависимостей, полученных после обработки численно смоделированных колебаний одномерного резонатора в точке, расположенной вблизи одного из его «закрепленных» концов. На графиках КФАФ безразмерны, а τ с учетом масштабного множ...
	Особо следует отметить тот факт, что периодическая структура пиков КФАФ характерна не только для смоделированных колебаний, но и, по-видимому, для любых колебаний естественного происхождения. Установлено, что аналогичные пики и скачки могут наблюдатьс...
	В работе [Поляков, Потапов, 2001] было показано, что при однородной волновой скорости резонатора положение пика с номером k на оси τ определяется соотношением
	(2)
	где ω — несущая частота обрабатываемых колебаний, ω1 — частота первой гармоники резонатора. Интервал между двумя соседними пиками
	(3)
	Интервал Δ — это параметр, который напрямую измеряется по графикам на рис. 2. Частота сигнала ω определяется в процессе обработки. Следовательно, соотношение (3) дает возможность косвенного измерения ω1. Мы можем измерять частоту первой гармоники резо...
	Рис. 2. Пример КФАФ для колебаний в одной из точек одномерного резонатора
	Для двумерного прямоугольного резонатора [Поляков, 2013; Polyakov, 2014] характеристики пиков КФАФ определяются теми же соотношениями (2) и (3). Отличие только в том, что частота ω1 может принимать не одно, а два разных значения, каждое из которых соо...
	В работе [Polyakov, 2014] рассмотрен случай с параболической зависимостью волновой скорости от координаты внутри резонатора. Анализ полученных результатов позволяет предположить, что для любой произвольной неоднородности скорости интервал между соседн...
	(4)
	где i — номер гармоники, начиная с которого собственные частоты ωi становятся эквидистантными. Очевидно, что (3) для однородной скорости является частным случаем соотношения (4).
	В данной работе мы попытаемся подтвердить и уточнить это соотношение, сопоставляя пики зависимостей КФАФ от τ с собственными частотами в спектре обрабатываемых колебаний.
	2.  ОДНОМЕРНЫЙ РЕЗОНАТОР
	Будем использовать простейшие модели, которые в спектре сигнала могут давать собственные частоты.
	Рассмотрим модель колебаний b(t, x), описываемую одномерным волновым уравнением с функцией источника в правой части с граничными условиями «закрепленных» концов:
	(5)
	где V — волновая скорость, ν — декремент затухания, k — волновое число источника, l — длина резонатора. Временная зависимость источника представляет собой сумму узкополосной по спектру функции sin(ωt) и широкополосной функции случайных значений g(t).
	Для численного решения использовалась явная разностная схема [Аки, Ричардс, 1983] (метод конечных разностей) и соответствующая последовательность алгоритмов вычислений. Задавая шаг пространственно-временной сетки h и значения параметров l, V, (, ω, k,...
	После фильтрации сигнал разбивается на отдельные временные участки, вмещающие по 75 полных колебаний на частоте f0. Для каждого участка компьютерная программа метода КФАФ определяет зависимости функций (1) от τ, подобные тем, которые показаны на рис. 2.
	По сравнению с работами [Поляков, 2010; Поляков, 2013; Polyakov, 2014] программа была дополнена двумя новыми процедурами. Первая выявляет наличие или отсутствие пиков для каждой из функций (1). При наличии пиков вторая процедура определяет интервал Δ ...
	(6)
	где T — период частоты ω в источнике модели (5) или период колебаний после фильтрации, поскольку так же, как в работах [Поляков, 2010; Поляков, 2013; Polyakov, 2014], частоту фильтра f0 мы будем задавать условием ω=2πf0.
	Для каждого временного участка колебаний можно получить три значения TΔω, если все функции (1) успешно проходят проверку на наличие пиков. По совокупности всех участков может набираться достаточно большое количество косвенных измерений. Это делает воз...
	При длине резонатора l=1 собственные значения для модели (5) определяются номером гармоники n: kn=nπ. Если в источнике принять k=1.5π, в составе колебаний b(x, t) будет присутствовать не одна, а множество гармоник.
	На рис. 3 на левой вертикальной панели приведены зависимости от частоты модуля комплексной функции преобразования Фурье сигнала b(t), полученного в точке, расположенной вблизи одного из «закрепленных концов». Хорошо видно, что кроме несущей частоты f0...
	На центральной вертикальной панели показаны зависимости от τ корреляционной функции G, полученные после обработки методом КФАФ одного из временных участков исходного сигнала. Правая вертикальная панель представляет собой гистограммы распределений знач...
	Таким образом, на рис. 3 представлены результаты обработки одного и того же сигнала при разной ширине частотной полосы фильтра Δf. На рис. 3, а эта ширина больше всех остальных. В спектре наблюдается большое количество пиков собственных частот.
	Рис. 3. Зависимость результатов обработки методом КФАФ от количества собственных частот в спектре сигнала после фильтрации
	Корреляционная функция G(τ) представляет собой периодическую последовательность узких пиков. На распределении TΔω мы видим максимум на значении, которое всего на несколько процентов отличается от значения периода первой гармоники (указано на рисунке),...
	На рис. 3, б ширина полосы фильтра существенно меньше и соответственно в спектре меньше пиков собственных частот. При этом ширина пиков функции G(τ) заметно увеличивается. На рис. 3, в в спектре наблюдаются только два пика. Ширина пиков функции G дост...
	Получается, что, чем меньше собственных частот в спектре, тем шире пики функции G. Это напоминает известное из оптики свойство дифракционной решетки: чем больше щелей, тем уже интерференционные линии на экране. Очевидно, что между собственными частота...
	Аналогия с решеткой подтверждается структурой соотношения для положения пика КФАФ с номером k на оси τ (2)–(4):
	Δωiτk=2πkω.
	Известное соотношение для углового положения φk интерференционной линии решетки имеет вид
	dsinφk=kλ.
	Эти соотношения подобны по своей структуре. Отличие состоит только в физическом значении параметров. Вместо расстояния между щелями d в нашем случае имеет место расстояние между соседними собственными частотами Δωi, вместо углового положения интерфере...
	Метод КФАФ и компьютерную программу обработки предполагается использовать в качестве измерительного прибора, так же как используется дифракционная решетка. Результатом измерений является параметр «решетки» собственных частот Δωi.
	В большинстве случаев собственные частоты стоячих волн естественного происхождения становятся неэквидистантными вследствие плавной неоднородности волновой скорости вдоль координаты. Это, в частности, характерно для продольных альвеновских волн в магни...
	Неэквидистантность собственных частот может быть обусловлена разными причинами. При решении краевой задачи (5) методом конечных разностей собственные функции и собственные частоты определяются с некоторой погрешностью. Чем выше номер гармоники, тем бо...
	На рис. 4, a–в показаны результаты обработки сигнала, полученного при различных значениях шага h (указаны на графиках). Одинаковый масштаб частотной оси в спектре достигается подбором необходимого коэффициента децимации.
	На панели a шаг составляет 0.01, следовательно, критический номер гармоники должен быть равен 50. В спектре сигнала в частотную полосу фильтра попадают частоты с гораздо меньшими номерами от 4 до 13, значения которых не сильно отличаются от истинных. ...
	(7)
	составляет 0.5 %. Собственные частоты почти эквидистантны, и корреляционная функция G содержит отчетливые неискаженные пики. На распределении TΔω наблюдается узкий максимум, который, так же как на рис. 3, приходится на значение, совпадающее с периодом...
	На панели б при тех же параметрах модели шаг по координате увеличен до h=0.025. Критический номер гармоники при этом равен 20. Гармоники с 4 по 12 в спектре становятся ближе этому номеру по сравнению с рис. 4, а. Характеристика неэквидистантности для ...
	На панели в h=0.05. Номер гармоники, при котором собственная частота в спектре существенно отличается от истинного значения, равен 10. Эта частота в отличие от предыдущих случаев попадает в полосу фильтра. По графикам спектров заметно, что она сильно ...
	Во всех рассмотренных случаях период TΔω максимума вероятности на распределении совпадает с периодом среднего значения Δfi для тех номеров собственных частот, которые остаются в спектре сигнала после фильтрации. Следовательно, при неэквидистантности, ...
	Как уже было упомянуто ранее, во всех предыдущих исследованиях свойств пиков КФАФ для разных моделей колебаний [Поляков, 2010; Поляков, 2013; Polyakov, 2014] частота фильтра 2πf0 всегда устанавливалась равной частоте ω в источнике (5). Поэтому период ...
	На панели г представлены результаты обработки сигнала, смоделированного при тех же параметрах, включая шаг по координате, как на рис. 4, a. Отличие только в том, что для функции фильтра F(f) (см. рис. 1) частота f0 вместе с полосой пропускания Δf смещ...
	Рис. 4. Особенности результатов метода КФАФ для колебаний в одномерном резонаторе: a–в — влияние неэквидистантности собственных частот; г — изменения, связанные с частотой f0 спектральной функции фильтра; д — изменения при отсутствии широкополосного в...
	Сравнивая рис. 4, a, г, можно заметить, что для корреляционной функции G(τ) интервалы между соседними пиками Δ существенно различаются, а период TΔω максимума вероятности на графиках распределений абсолютно не меняется. Такой результат однозначно указ...
	В спектре на рис. 4, г пик частоты источника выпадает из состава последовательности собственных частот, как будто в произвольном месте дифракционной решетки появилась дополнительная щель. Однако это никак не повлияло на пики КФАФ и на конечное распред...
	На рис. 4, д рассмотрена ситуация, когда в источнике (5), наоборот, отсутствует широкополосная составляющая: f(t, x)=sin(kx)sin(ωt). Наличие собственных частот в спектре обусловлено тем обстоятельством, что функция sin(ωt) не является монохроматическо...
	Результаты, показанные на рис. 4, г, д, подтверждают вывод о том, что пики корреляционных функций формируются только «решеткой» собственных частот. Любые другие частоты в спектре для этих пиков не играют никакой роли. Кроме того, неважно, по какой при...
	3.  ДВУМЕРНЫЙ
	ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ РЕЗОНАТОР
	Рассмотрим особенности результатов обработки методом КФАФ, связанные с двумерностью стоячих волн.
	Резонатором будем считать прямоугольник с длинами сторон lx и lz вдоль координат x и z. Двумерное неоднородное волновое уравнение и граничные условия, аналогичные (5), имеют вид:
	(8)
	При lx=0.8, lz=1.0 собственные значения для стоячих волн вдоль координат x и z определяются парой целых чисел n и m:
	(9)
	Собственные частоты двумерной стоячей волны
	(10)
	Если в функции источника f (t, x, z) параметры kx и kz задавать соотношениями (9) при целом m и нецелом n, собственные частоты (10), наблюдаемые в спектре колебаний, будут отличаться только разными номерами n.
	На рис. 5 представлены результаты обработки колебаний, численно смоделированных в точке, расположенной вблизи одной из границ резонатора. Для всех случаев в источнике (8) kx задано нецелым, n=1.2, kx=1.5π. Указанные на спектрах значения kz задаются ра...
	На рис. 5, a заданное значение m=1. В спектре после фильтрации имеются пики собственных частот со значениями n от 4 до12, для которых можно считать n2(m2. Собственные частоты (10) для этих номеров становятся почти идеально эквидистантными: ωnm=ωx1n. С...
	На рис. 5, б номер волновое число kx=1.5π в источнике (8) остается тем же самым, а m=4. Заметно, что в спектре собственные частоты с разными номерами n сдвинуты вправо по сравнению с аналогичными частотами на рис. 5, а. При этом, согласно (10), чем бо...
	На рис. 5, в рассматривается случай с m=5. Сильно неэквидистантными становятся частоты с номерами n от 1 до 5. Степень неэквидистантности по всем частотам в спектре возрастает до δ=6 %. В результате пики функции G(τ) искажены настолько, что их уже поч...
	Если при обработке того же самого сигнала ширину полосы фильтра уменьшить со стороны низких частот, как это сделано на рис. 5, г, в спектре будут удалены самые неэквидистантные собственные частоты и δ=2 %. При этом видно, что пики функции G(τ) сразу ж...
	Приведенные особенности, связанные с влиянием неэквидистантности собственных частот двумерных стоячих волн, оказываются точно такими же, как в случае одномерных стоячих волн (см. рис. 4, a, б). Для них справедлива такая же аналогия. Двумерные собствен...
	На рис. 6 рассмотрены случаи с различной структурой собственных частот в спектре колебаний двумерного резонатора. Для рис. 6, a параметры kx и kz функции источника (8) заданы соотношениями (9) с целым n=1 и нецелым m=1.2. Наблюдаемые в спектре собстве...
	В обоих случаях в полосу пропускания фильтра попадают частоты с высокими номерами n или m, которые, согласно (10) и тому, что видно на спектрах, становятся эквидистантными. В результате на графиках корреляционной функции G(τ) формируются отчетливые по...
	Рис. 5. Влияние неэквидистантности собственных частот двумерного однородного резонатора
	Поскольку размеры резонатора вдоль координатных осей заданы неодинаковыми значениями lx=0.8, lz=1.0, разности соседних собственных частот Δfi в спектрах на рис. 6, a, б отличаются друг от друга. Согласно (10), для рис. 6, а имеем ωnm=ωz1m. Эта разност...
	На рис. 6, в–д одновременно оба параметра kx и kz в источнике заданы в (9) нецелыми n и m. При этом в составе колебаний должны присутствовать собственные частоты (10), определяемые любой произвольной комбинацией двух целых чисел. На графиках спектров ...
	Графики корреляционных функций G(τ) на рис. 6, в–д не содержат таких отчетливых периодических пиков, как на рис. 6 а, б. Однако на каждом из них можно все-таки заметить первый и небольшой по высоте второй пики. При обработке временных участков колебан...
	На всех без исключения графиках распределений периодов TΔω максимумы вероятности на рис. 6, в–д, приходятся на те же самые значения, что и на рис. 6, a, б. Максимумов с каким-либо другим значением TΔω при разной структуре собственных частот в спектре ...
	Совпадение периодов максимумов распределений на рис. 6 позволяет однозначно сделать важный вывод для всего метода КФАФ. В случае со сложной структурой собственных частот в спектре колебаний функции КФАФ и распределения периодов TΔω реагируют только на...
	Среди всех частот двумерного резонатора (10) эквидистантными могут быть только частоты ωnm=ωz1m (при n(m) или ωnm=ωx1n (при n(m). Каждый такой ряд соответствует частотам одной одномерной стоячей волны вдоль координат z или x. Максимумы вероятности в р...
	4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
	1. Установлено, что пики корреляционных функций (1) связаны с пиками собственных частот в спектре сигнала точно так же, как интерференционные полосы на экране связаны с последовательностью щелей дифракционной решетки. Чем больше разность соседних собс...
	2. Эмпирическое соотношение между интервалами Δ и Δfi имеет вид
	(11)
	где f0 — несущая частота колебаний после фильтрации — один из параметров спектральной функции фильтра на рис. 1, который можно менять по своему усмотрению.
	3. Если собственные частоты неэквидистантны и разность Δfi неодинакова при разных номерах гармоник, в знаменателе правой части (11) Δfi является средним значением для всех собственных частот, которые остаются в спектре после фильтрации. При сильной не...
	4. Показано, что для двумерной стоячей волны справедлива указанная выше аналогия. Собственные частоты (10) образуют две разные эквидистантные «решетки»: ωnm=ωz1m (при n(m) и ωnm=ωx1n (при n(m). Функции КФАФ и распределения периодов TΔω отслеживают каж...
	В отличие от одномерной стоячей волны в двумерном случае распределение периодов, получаемое после обработки исходного сигнала, содержит не один, а два максимума. Каждый максимум обусловлен одномерной стоячей волной — одной из двух возможных. Очевидно,...
	5. Компьютерная программа метода КФАФ дополнена двумя новыми процедурами. Вся исходная запись возмущения поля разбивается на отдельные временные участки. Для каждого участка определяются корреляционные функции (1) и непосредственно по ним измеряется и...
	Установлено, что каждый максимум в распределении обусловлен одной из эквидистантных последовательностей собственных частот в спектре сигнала. Один максимум соответствует одной одномерной стоячей волне из всех возможных волн в резонаторе или волноводе....
	6. Предлагаемый в данной работе метод позволяет обнаруживать все одномерные стоячие волны, которые могут возникать в исследуемом объекте. Количество таких волн и период TΔω каждой из них зависит от размеров, формы и структуры объекта. В будущем этот м...
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