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1. Введение в проблему
Процессы самоочищения водоемов помогают 

ликвидировать последствия поступления в них бы-
товых и производственных сточных вод. Изучение 
механизмов самоочищения, в том числе методами 
математического моделирования, позволяет выявить 
его составляющие, которые поддаются регулирова-
нию инженерными решениями [1, 2].

Для эффективного использования методов матема-
тического моделирования необходима их дальнейшая 
разработка по описанию отдельных сторон процессов 
[3–4], а также моделей, учитывающих воздействие ток-
сикантов на течение биологических процессов [5–9].

Математическое моделирование широко исполь-
зуется для моделирования гидрологи ческих, физико-
химических, био хими ческих и мик ро биоло гических 
процессов в водоемах [10]. 

2. Математическая модель
Для каждого водоема устанавливается определен-

ный уровень обмена веществ, определяемый на осно-
вании данных о массе организмов, продуцируемой 

за определенный промежуток времени. На первом 
этапе биотического круговорота в водоеме накапли-
вается некоторое количество первичной продукции 
органических веществ в процессе фотосинтеза и 
хемосинтеза. Количественными критериями этого 
процесса являются первичная продукция, эффек-
тивность утилизации солнечной энергии при фото-
синтезе планктона и температура. Большое значение 
в процессах деструкции органических веществ име-
ет насыщение воды кислородом, чему способствует 
ветровое перемешивание. Из водоема организмами 
извлекаются многие соли и биогенные элементы: 
железо, кремний, минеральные формы соединений 
углерода, азота и фосфора. Биогены и поток энергии 
способствуют более полному усвоению организмами 
органических загрязнений [1].

Трофические цепи в биоценозах представляются 
комбинациями взаимодействий типа «ресурс — по-
требитель» [10]. В процессах микробиологического 
синтеза это процессы типа «субстрат — фермент» [11, 
12]. При описании таких взаимодействий в математи-
ческой экологии (процессы типа «хищник — жертва» 
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[13—15]) введены понятия удельной скорости приро-
ста биомассы μ (размножение особей) и удельной ско-
рости потребления субстрата j (также и потребление 
жертв хищниками). Считается, что удельные скоро-
сти описываются полуэмпирическими зависимостя-
ми, так как отсутствует строгая теория этих процес-
сов [16]. Форма зависимостей часто обосновывается 
простейшими механизмами сложных биологических 
взаимодействий, например, по типу законов химиче-
ской кинетики — закона действующих масс, с учетом 
конкретных особенностей [16, 17]. За критерий выбора 
этих зависимостей принимается соответствие резуль-
татам эксперимента и натурных наблюдений.

Удельные скорости определяются уравнениями:

 µ =
1
N

dN
dt

,  (1)

 φ =
1
N

dS
dt

,  (2)

где N — концентрация микроорганизмов (биомассы), 
S — концентрация субстрата. Между величинами µ 
и ϕ существует взаимосвязь, которая задается эконо-
мическим коэффициентом [18]:

 γ
µ
φ

= =
dN
dS

. (3)

Для стационарных режимов или при слабом из-
менении соотношения потоков коэффициент γ при-
нимают постоянным (γ = const). Эта величина по-
казывает долю субстрата, который расходуется на 
прирост биомассы (конструктивный метаболизм). 
Величина 1 – γ характеризует долю субстрата, рас-
ходуеммого на обеспечение энергетических потреб-
ностей метаболизма. Физико-химические и микро-
биологические аспекты данного представления 
обобщены в [19]. 

В общем виде скорость потребления субстрата за-
дается уравнением:

 dS
dt

J S f N= ( ) ( ), (4)

где J(S) — удельный поток субстрата, приходящийся 
на единичную поверхность контакта клеток со средой, 
f(N) — удельная поверхность контакта, рассчитанная 
на единицу объема реактора. Из (2) и (4) следует, что 
удельная скорость потребления субстрата составит:

 φ = ( ) ( )
J S

f N
N

. (5)

Для процесса с суспензией отдельных клеток 
примем:

 f N N( ) = σ , (6)

где σ — средняя поверхность одной клетки. В этом 
случае:

 φ σS J S( ) = ( ).  (7)

Предположим, что выражения (4)–(7) справедливы 
для каждого субстрата многосубстратной системы.

В общем виде, при отсутствии равнодоступности 
в диффузионных процессах для целей технологии 
и проектирования принимают

 f N N( ) = σ β, (8)

где β ≤ 1. Показатель β отражает наличие диффузи-
онных ограничений в системе, поэтому зависит от 
геометрии зоны реакции (реактора, лабораторных 
и природных биоценозов) и гидродинамической об-
становки.

Неоднозначность между поверхностью контакта 
«клетка  — среда» и биомассой проявляется также 
при различии условий обитания, например, поверх-
ностных и глубинных микроорганизмов. Относи-
тельные доли этих микроорганизмов определяются 
величинами

 λΦ
Ω

 и 1− λΦ
Ω

, (9)

где λ — средняя толщина поверхностного слоя, Φ — 
суммарная поверхность биомассы, Ω — объем био-
массы. В общем случае:

 Φ∝N β ; Ω∝N , (10)

откуда: 

 Φ
Ω
= −χ βN 1. (11)

Если принять за µF и µH соответственно удель-
ные скорости роста на поверхности и на глубине, 
тогда удельная скорость роста биоценоза (сумма 
поверхностных и глубинных микроорганизмов) со-
ставит:

 µ
λ

µ
λ

µ= 







 = + −









1 1
N

dN
dt F H

Φ
Ω

Φ
Ω

. (12)

Использование (11) дает:

µ χ µ µ χ µ µ χ µ µβ β β= + − = + −( )− − −N N NF H H H F H
1 1 1 . (13)
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Итак, в соответствии с общим понятием ко-
эффициента (3) следует разделять потребности на 
энергетический и конструктивный метаболизм. 
Энергетический метаболизм фотоавтотрофных 
 микроорганизмов покрывается за счет световой 
энергии, которую также можно рассматривать как 
ресурс. Однако на первом этапе, по-видимому, про-
ще начать исследование с хемоорганотрофов.

Субстрат при росте биомассы у гетеротрофных 
организмов потребляется на конструктивный и энер-
гетический метаболизм. Будем полагать, что суще-
ствует некоторое соотношение между этими форма-
ми метаболизма, сводящееся к некоторой не вполне 
жесткой стехиометрии. Таким образом, взаимодей-
ствие двух объектов конструктивного и энергетиче-
ского метаболизма можно представить в виде квази-
химической реакции, результатом которой является 
прирост концентрации биомассы:

 A B C
k

k

C

AB

+ ⇔ , (14)

где А  — компонент энергетического метаболизма, 
B — компонент конструктивного метаболизма, C — 
биомасса, концентрации которых обозначим соот-
ветственно x2, x1, x0. Для компонента энергетического 
метаболизма можно записать уравнение кинетики:

 dx
dt

k x x k xAB C
2

2 1 0= − + , (15)

где kAB, kC — константы скорости прямой и обратной 
квазихимических реакций (15). Это уравнение пока-
зывает, что с ростом концентрации биомассы растут 
энергетические потребности микроорганизмов (кон-
куренция за пищевой ресурс), а также то, что с ростом 
концентрации пищевых ресурсов, потребляемых на 
конструктивный и энергетический метаболизм, энер-
гетические потребности на добывание ресурса сни-
жаются. В силу предполагаемой стехиометрии можем 

полагать, что реализуется квазиравновесие между 
потреблением этих ресурсов. Тогда, хотя x2 и будет 
меняться во времени, однако эти изменения будут 
происходить синхронно изменениям x0 и x1, т.е. пере-
менная x2 не является независимой, а есть функция 
независимых переменных x0 и x1:

 x K
x
xA2

0

1

= , (16)

где KA = kC/kAB.
В данной работе формулировка задач исследо-

вания зависимости потребляемого ресурса на ме-
таболизм поддержания (x2), от концентрации био-
массы (x0) и концентрации наличного ресурса (x1) 
изменена по сравнению с задачами, рассмотренными 
в [4]. Здесь зависимость x2 от x0 и x1 представлена не 
в виде дифференциального, а в виде алгебраического 
уравнения (16), которое отражает характер реакции 
системы на внутренние и внешние факторы. Пред-
полагается, что ресурс, расходуемый на метаболизм 
поддержания, прямо пропорционален концентрации 
биомассы и обратно пропорционален концентрации 
субстрата (ресурса). Эта закономерность отражает 
ситуацию, когда при росте численности популяции 
энергетические затраты на потребление ресурса ра-
стут (например, на его поиск, который требует затрат 
времени и, соответственно, ресурса на этот период). 
В то же время при наличии большой концентрации 
ресурса эта зависимость должна сказываться в мень-
шей степени.

Система кинетических уравнений имеет вид:

 
dx
dt

k x K
x
x

xA
0

1 1
0

1
0= −









 ; 

dx
dt

k x x1
2 0 1= −  . (17)

Решения этой задачи в зависимости от значений 
кинетических констант проиллюстрированы на 
рис. 1, 2. Модель (17) имеет одну существенную осо-
бенность: она дает продолжительную стационарную 

Рис. 1. Изменения кривых роста биомассы x0, потребления субст-
рата x1 в зависимости от значений кинетической константы k2: 
k2 = 1,5 и k2 = 0,5 (k1 = 2,0, KА = 2,0; начальные условия: x0 = 0,1; 
x1 = 0,99).

Рис. 2. Изменения кривых роста биомассы x0, потребления субст-
рата x1 в зависимости от значений кинетической константы k1: 
k1 = 1,5 и k1 = 0,5 (k2 = 2,0, KА = 2,0, начальные условия: x0 = 0,1; 
x1 = 0,99).
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фазу, что явно видно на рис. 3. Уменьшение констан-
ты KA приводит к увеличению длительности стацио-
нарной фазы. Это поведение вполне укладывается в 
логику системы, так как малые значения константы 
KA означают, что, во-первых, микроорганизмы за-
трачивают мало ресурса на метаболизм поддержа-
ния; во-вторых, увеличение плотности популяции не 
сильно сказывается на потреблении ресурса на ме-
таболизм поддержания, что означает малую «жест-
кость» внутривидовой конкуренции.

Выражение (17) предполагает квазиравновесие 
ме ж д у р е с у р с а м и,  по т р е бл яем ы м и на 
конструктивный и энергетический метаболизмы 
в соответствии с квазихимической реакцией (14). 
Для проведения анализа уравнения (17) положим, 
что отношение констант k1 / k2 представляет собой 
экономический коэффициент g. Тогда константа 
квазиравновесия KA, отражающая долю ресурса, 
потребляемого на метаболизм поддержания 
(энергетический метаболизм), составит 1  –  g, или 
KA = 1 – k1 / k2.

Анализ данного выражения при этих соотноше-
ниях констант показывает (рис. 4), что уменьшение 
константы k1 c 0,9 до 0,2 и, соответственно, увели-
чение константы KA c 0,1 до 0,8 при постоянном зна-
чении константы k2  =  1 приводит к тому, что рост 
биомассы и ее отмирание замедляются. Также замед-
ляется потребление субстрата. 

При постоянном значении экономического ко-
эф фициента γ =   0,9 и параметра 1 – γ= 0,1, но при 
пропорциональном увеличении констант k1 и k2, со-
ответственно, c 0,9 до 3,6 и c 1,0 до 4,0 скорость роста 
биомассы и потребления субстрата увеличиваются. 
Биомасса при больших значениях k1 и k2 отмирает 
из-за недостатка ресурса быстрее (рис. 5). Изменение 
масштаба показывает, что кривые роста и отмирания 
биомассы и потребления субстрата аналогичны. Та-
ким образом, данное изменение кинетических кон-
стант модели говорит о подобных процессах, идущих 
с разными скоростями.

Расчеты показывают, что при уменьшении пара-
метра 1 – γ одно и то же количество субстрата дает 
бо льшую биомассу, т.е. увеличение экономического 
коэффициента γ увеличивает и прирост биомассы. 
Кроме того, отмирание биомассы при больших значе-
ниях γ начинается позднее, а на кривых фиксируется 
стационарная фаза. Продолжительность этой фазы 
прямо пропорциональна значению экономического 
коэффициента и обратно пропорциональна доле суб-
страта, потребляемого на эндогенный метаболизм.

Та же закономерность проявляется и при дру-
гих начальных условиях, но при том же соотно-
шении кинетических констант. Кроме того, ма-
лое значение начальной концентрации биомассы 
x0,A = 0,001 приводит к тому, что модель фиксирует 
наличие лаг-фазы — начальной фазы замедленного 
роста.

Рис. 3. Иллюстрация изменения кривых роста биомассы x0 , по треб-
ления субстрата x1 в зависимости от значений константы KA = 0,5; 
0,1; 0,00001 (k1 = 1,5, k2 = 2,0, начальные условия: x0 = 0,1; x1 = 0,99; 
x2 = 0,1).

Рис. 4. Влияние изменения кинетической константы k1 и константы 
равновесия KA на зависимости изменения концентрации био мас-
сы и ресурса в модели (17) (начальные условия: x0,A = 0,1, x1,A = 1,0; 
значения констант: k2 = 1,0; (а) k1 = 0,9; KA = 0,1; (б) k1 = 0,8; KA = 0,2; 
(в) k1 = 0,6; KA = 0,4; (г) k1 = 0,4; KA = 0,6; (д) k1 = 0,2; KA = 0,8).

Рис. 5. Влияние изменения кинетических констант k1 и k2 и кон-
станты равновесия KA на зависимости изменения концентрации 
биомассы и ресурса в модели (17) (начальные условия: x0,A = 0,1, 
x1,A = 1,0, значения констант: KA = 0,1; (а); k1 = 0,9; k2 = 1,0; (б) k1 = 1,8; 
k2 = 2,0; (в) k1 = 3,6; k2 = 4,0).
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3. Заключение
Таким образом, предварительный анализ выра-

жения (17) показал, что оно качественно верно пред-
ставляет эволюцию системы «биомасса — ресурс», 

а дальнейший анализ может заключаться в расче-
тах кинетических констант модели сопоставлением 
решений уравнений модели и экспериментальных 
данных.
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Mathematical Forecasting Model of Water Sources’ Ecological Safety
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Mathematical modeling techniques of self-cleaning separate mechanisms, and also the models, which consider the impact of 
toxicants on the course of biological processes are offered. The functions reflecting a system reaction nature on internal and 
external factors are received.
The obtained results qualitatively correctly describe the "biomass – resource" system evolution, which allows during comparison 
of model equations’ solutions and experimental data to calculate the kinetic constants of model.
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