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Abstract A two-phase formulation of the problems of "thermal shock" is considered when two homogeneous half-spaces come into contact at an initial instant of time with different phases and temperatures different from the phase transition temperature. In the absence of convection and thermal sources for constant thermophysical parameters, which can be formulated as the problem of conjugation of two temperature fields on the moving solidification front with additional boundary conditions (Stefan conditions). From a practical point of view, this kind of problem can be the arrival of processes occurring in the objects of the forest complex: in the production of particle board, the processing of ponds and reservoirs, the freezing (thawing) of soils, etc. The solution was carried out using the Laplace integral transformation. The exact analytical dependence obtained in this way explicitly determines the law of interference in each phase. These functions are used for integral transformations. The resulting temperature field corresponds to the known Gaussian dis-tribution, and the velocity of the interphase boundary movement is inversely proportional to the square root of the crys-tallization time. The data of the approximate numerical calculation carried out for the water-ice system corresponds to a freezing (thawing) rate of approximately 10-3 mm / s. The obtained results can be used for research work in the field of construction thermal physics, geophysics and metallurgy. Keywords: Stefan's condition, Laplace transform, reservoir, original  Явления фазовых переходов, когда вещество переходит из одного агрегатного состояния в дру-гое с поглощением или выделением тепла, наблю-даются в различных природных и технологических процессах. Поэтому возникает необходимость в описании этих явлений. Подобного рода задачи имеют большое практическое значение в металлур-гии [1], строительной теплофизике, промерзании и оттаивании грунтов под строениями [2, 3, 4], про-изводстве льда [5], теплотехнике [6, 7] и других прикладных дисциплинах. Изменение агрегатного состояния, в общем случае, сопровождается фазовым превращением первого рода с выделением скрытой теплоты кри-сталлизации (плавления) при неизменной темпера-туре на границе раздела фаз, а также скачкообраз-ным изменением некоторых теплофизических свойств вещества, влияющих на протекание тепловых про-цессов. Кроме того, происходит движение межфаз-ной границы по заранее неизвестному закону. Особенность таких задач заключается в том, что возникает необходимость решать два уравне-ния теплопроводности (отдельно для каждой фазы) при дополнительных краевых условиях и сопря-женности температурных полей на движущемся фронте межфазной границы, что приводит к нели-нейности решения. Задачи данного класса с подвижными меж-фазными границами получили название задач Сте-фана, а уравнение теплового баланса на фронте 

кристаллизации с учетом скрытой теплоты и со-пряжения фаз называют условиями Стефана [8, 9, 10, 11]. При решении задач Стефана с различными краевыми условиями, наряду с классическими ме-тодами (метод разделения переменных, метод ис-точников и др.) [3], используются численные мето-ды [4, 11]. Но классические методы не всегда эф-фективны, а полученные решения не всегда удобны для практического применения. Более перспектив-ным является использование методов интегральных преобразований, например, Фурье [12]. Более широкое использование в решении те-пловых задач получил метод преобразования Лап-ласа [7, 13], позволяющий: сводить сложные задачи к более простым; получить конечный результат в явном виде; решать пространственные задачи; счи-тать решение простых задач совершенно строгим. Основной предпосылкой при моделировании фазовых превращений системы жидкость – твердое тело является тот факт, что фазовый переход со-вершается при заданной постоянной температу-ре ТФ. Рассмотрим одномерную двухфазную тепло-вую задачу в классической постановке Стефана, известную в литературе как «вторая задача Стефа-на» [9, 14, 15, 16, 17, 18]. Пусть фазовый переход происходит на подвижной границе раздела фаз � = 
��, которая делит бесконечное пространство 
Ω, заполненное теплопроводящей средой, на две 
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полуограниченные области Ω���и Ω���, занятые соответственно твердой и жидкой фазами. Темпе-ратуры фаз в начальный момент времени равны, соответственно, ����, 0 = �∗ < ��,����, 0 = �� >�� (рис. 1).  

 Рис. 1. Геометрическая схема тепловой задачи о движении  межфазной границы  Итак, в начальный момент времени t=0 про-исходит соприкосновение областей Ω���и Ω��� в форме «теплового удара» [9], и на поверхности со-прикосновения скачком устанавливается, а затем поддерживается температура фазового перехода TS, для которой справедливо неравенство �∗ < �� < ��. В результате этого образуется слой dS, толщина которого со временем увеличивается. Требуется найти закон движения фронта кристаллизации и распределение температур в твердой и жидкой фазах, т. е. решить задачу о со-пряжении двух температурных полей на движу-щемся фронте кристаллизации. Для нахождения поля температур необходимо решить систему двух уравнений теплопроводности, которые, в отсутст-вие конвекции и теплоисточников для постоянных теплофизических характеристик, имеют вид соот-ветственно для твердой и жидкой фаз �Т��� = �� �������                        (1)     
для Ω��� �
�� ≤ � < ∞, �Т��� = �� �������                        (2)      
для Ω��� �−∞ < � ≤ 
��. Так как межфазная граница движется по не-известному закону, то на ней, кроме граничных условий для уравнений (1) и (2)	���
��, � =���
��, � = �� должно быть еще одно условие (ус-ловие Стефана), определяющее скорость движения границы !"� ����� #�$� − "� !����� #�$� = −%&� '�'� .         (3) 

Здесь а1, λ1, а2, λ2 – коэффициенты темпера-туропроводности и теплопроводности для твердой 

и жидкой фаз соответственно;  L – скрытая теплота плавления;  
ρ1 – плотность твердой среды; 
 '�'� –скорость движения межфазной границы.  Отрицательная правая часть выражения (3) указывает на процесс плавления твердой фазы, для которого справедливо '�'� < 0. Для решения уравнений теплопроводности (1) и (2) используем операционный метод преобра-зования Лапласа [7, 13], который состоит в том, что решение ищется не для самой функции времени f(t), а для ее изображения (̅�*. Переход к изобра-жению осуществляется при помощи преобразова-ния относительно временной переменной t (̅�* = + (��,-.�/�∞�  ,                (4), где P – комплексное число (параметр Лапласа). Когда найдено решение уравнения в изобра-жениях, остается определить его оригинал с помо-щью обратного преобразования Лапласа по форму-ле обращения (�� = ��0� + (�̅*,.�/*12�∞1-�∞  .                 (5). Контурное интегрирование (5) осуществля-ется методом функций комплексного переменного [19]. В большинстве же случаев обратное преоб-разование может быть выполнено на основе таблиц стандартных изображений. Применим преобразование Лапласа (4) к уравнениям (1) и (2), что равносильно умножению их правой и левой частей на e–Pt с последующим интегрированием по tот 0 до ∞: + ,-.� ����� /� = �� + ,-.� �������∞�∞� /� .        (6) Интегрируя по частям левую часть (6), полу-чим 

3 ,-.� 4��4� /� = ,-.�����, �| �∞ ! 	∞
�

+ * 3 ,-.�����, �∞
� /�

= −����, 0 + *��7 ��, *−= *��7 ��, * − �∗ Правая часть выражения (6) примет вид: �� '���888'�� . Приравнивая после преобразования правую 
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и левую части (6), проводя аналогичные операции с уравнением (2), получим соответствующие изобра-жающие уравнения: *��7 ��, * − �∗ = �� '���888��,.'��  ;              (7) 
*��7 ��, * − �� = �� '���888��,.'�� .               (8) Они являются обыкновенными линейными, неоднородными уравнениями второго порядка с постоянными коэффициентами. Их решения в про-странстве изображений находятся в виде суммы решений общего однородного и частного неодно-родного уравнений [19]. В случае равномерного начального распределения температур частные ре-шения уравнений (7) и (8) являются очевидными, 

так как '��8'�� = 0: ��	888ЧАС = �∗.  ;                          (9) ��	888ЧАС = �9.  .                        (10) 
Для нахождения общих решений ��	888ОБ и ��7 ОБ составляются характеристические алгебраические уравнения (в данном случае квадратные). На осно-

вании замены '��8'�� = :�получаем �:� = *, откуда 
:�,� = ±<.=, а соответствующие решения (7) и (8) 
примут вид 

��7 ��, * = >,< ?@�� + A,-< ?@�� + �∗.  ,          (11) 
��7 ��, * = B,< ?@�� + C,-< ?@�� + �9.  .          (12) Здесь A, B, C, D – произвольные постоянные, которые однозначно определяются из граничных условий. Для этого с помощью преобразования Ла-пласа их необходимо перевести в пространство изображений:  �� # �$��� = + ,-.���/�∞� = �D. !                (13)  �� # �$��� = + ,-.���/�∞� = �D. !                (14) 

При � → ∞ слагаемое >,< ?@�� нефизично, по-этому следует положить А=0, постоянную В най-дем из условия на границе x=S(t) с учетом (13).  Тогда 
A = �D-�∗. ,< ?@��                     (15) Поступая аналогично с выражением (12) с 

учетом (14), получим значения для постоянных D и C: 
C = 0B = �D-�9. ,-< ?@�� .               (16) Изображающие уравнения (11) и (12) теперь примут вид 

��7 ��, * = �D-�∗. ,< ?@���-� + �∗.  ;           (17) 
��7 ��, * = �D-�9. ,< ?@���-� + �9.  .           (18) По таблице обратных преобразований Лап-ласа находим оригинал распределения температур (17) и (18) [21, табл. 8.4-1, с. 227, 231]: ��7 ��, � = ��∗ − ��,F( G �-��√=��I + ��,       (19) 

��7 ��, � = ��� − ��,F( G �-��√=��I + ��.       (20) 
Видно, что поле температур (19) и (20) под-чиняется известному распределению Лапласа-Гаусса. Входящие в эти выражения функции ,F( G �-��√=��I и ,F( G �-��√=��I представляют собой соот-

ветствующие интегралы вероятностей, обладающие свойствами: 
,F(�K = 2√M 3 ,-N�/K∞

� = 2√M OK − KP3 + KR10 − KT42 ± ⋯W 
,F(�0 = 0;    ,F(�∞ = 1; ''N �,F( K = �√0 ,-N�;			,F(�−K = −,F(	�K. 

Для выполнения условия Стефана продиф-ференцируем по х уравнения (19) и (20), а получен-ные выражения подставим в (3). "� �∗-�D√0=�� − "� �9-�D√0=�� = −%&� '�'�             (21) 
или, учитывая связь �� = XYZY[Y(i=1,2) и введя обозна-
чение \ = ��9-�D]X�[�Z�-��∗-�D]X�[�Z�^[�√0 ,      (22) 

получим '�'� = _√� .                           (23) 
Результат для скорости движения межфаз-ной границы (23) качественно соответствует полу-ченному иным методом в работе [22], а также ав-томодельным решениям [8, 12], в которых движе-ние фронта промерзания по такому закону, по су-ществу, является аксиомой.  
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Интегрируя (22), получим величину роста приграничного слоя 
 = 2\√� + `. Из предположения, что S=0 для момента времени t=0, следует, что К=0. Тогда окончательно 
 = 2\√� .                        (24) Если значение √� подставить в формулу для распределения температур в твердой и жидкой фа-зах (19), (20), то можно получить стационарную температурную зависимость, графически представ-ленную на рис. 2. 

 Рис. 2. Установившееся распределение температур в среде, заполняющей неограниченное пространст-во Ω = Ω� + Ω�, включающее в себя твердую Ω� и жидкую Ω� фазы  В качестве сравнения приведем примерный расчет для системы вода – лед по формулам (23), (24) для температуры фазового перехода ТS=273 K, начальных температур твердой и жидкой фаз соот-ветственно Т*=263 K, Т0=300 K при следующих значениях теплофизических параметров: L=333700 Дж/кг, ρ1=900 кг/м3, ρ2=1000 кг/м3, с1=2000 Дж/(кгК), с2=1200 Дж/(кгК), λ1=2,23 Дж/кг, λ2=0,58 Дж/кг.  

Подставляя эти данные в (23) и (24), полу-чим 
 = 334 ∙ 10-b√� .                 (25) Оценочный результат, полученный по фор-муле (25), дает суточный прирост толщины льда около 10 см, что соответствует скорости промерза-ния порядка 10-3 мм/с. Проделанная работа позволяет сделать сле-дующие выводы: 1. Показана эффективность применения ме-тода интегральных преобразований Лапласа для решения нестационарных задач теплопроводности и диффузии, в частности, при выборе теоретиче-ского режима производства древесностружечных плит [16]. 2. Получены точные аналитические решения второй задачи Стефана в одномерной постановке. 3. Распределение температур и закон движе-ния межфазной границы качественно соответству-ют полученным ранее с помощью автомодельных решений и численных методов. 4. Проведенные оценочные расчеты для сис-темы вода – лед дают разумные результаты для скорости движения границы промерзания. 5. Полученное уравнение движения межфаз-ной границы может быть использовано для описа-ния перемещения фронта парообразования при производстве фанеры и плиточных материалов от-ходов древесины. 
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