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Построение сферы по мнимым 
точкам

Аннотация. Евклидовы пространства различных размер-
ностей не содержат мнимых образов и объектов по определе-
нию, но неразрывно связаны с ними через частные случаи и 
это ведет к необходимости расширения поля в геометрии в 
область мнимых значений [1; 19; 26]. Такое расширение, т.е. 
добавление к полю вещественных координат пространств 
различной размерности, поля мнимых координат приводит к 
разным вариантам пространств различной размерности, в 
зависимости от выбранной аксиоматики. Ранее в ряде статей 
были показаны примеры решения некоторых актуальных 
задач геометрии с использованием мнимых геометрических 
образов и объектов [4–6; 13; 21; 22; 29]. 

В статье приводятся конструкции построения сферы по 
наперёд заданным четырём точкам, из которых одна пара или 
обе пары точек могут быть мнимыми комплексно сопряжён-
ными. Построение проводится на совмещённых эпюрах ме-
тодами начертательной геометрии по аналогии с известной 
задачей построения сферы по четырём действительным точкам. 
Построение сферы опирается на семь вспомогательных кон-
струкций по построению окружности по точкам, которые 
могут быть мнимыми сопряжёнными. Рассмотрены как 3D-за-
дачи построения сфер для заданных точек, так и методы 2D-задач 
построения для определения требуемых мнимых точек. Описана 
методика вычисления параметров полученной сферы. Рассмот-
рено применение метода к иным задачам начертательной 
геометрии, например, к задачам поиска геометрических мест 
точек, равноудаленных от двух заданных поверхностей.  
В последнее время этот вопрос интенсивно исследуется, на-
пример, в работах [5; 6].

Ключевые слова: мнимые сопряжённые точки, носитель 
мнимых точек, касательные прямые, изотропные прямые, 
скрещивающиеся прямые, действительная окружность, мни-
мая окружность, круг Фалеса (опирается на диаметр), линия 
центров, радикальная ось, параллельные плоскости, действи-
тельная сфера, мнимая сфера, нуль-сфера.
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Building a Sphere From Imaginary Points 
Abstract. Euclidean spaces of various dimensions do not contain 

imaginary images and objects by definition, but are inextricably 
linked with them through special cases, and this leads to the need 
to expand the field in geometry into the region of imaginary values 

[1; 19; 26]. Such an extension, i.e. adding to the field of real co-
ordinates spaces of different dimensions, the field of imaginary 
coordinates leads to different variants of spaces of different dimen-
sions, depending on the chosen axiomatics. Earlier in a number of 
articles, examples of solving some actual problems of geometry 
using imaginary geometric images and objects were shown [4–6; 
13; 21; 22; 29]. 

The article provides constructions for constructing a sphere 
from four predetermined points, of which one pair or both pairs of 
points can be imaginary complex conjugate. The construction is 
carried out on combined diagrams by the methods of descriptive 
geometry by analogy with the well-known problem of constructing 
a sphere from four real points. The construction of a sphere is based 
on seven auxiliary constructions for constructing a circle from points 
that can be imaginary conjugates. Both 3D problems of construct-
ing spheres for given points and methods of 2D construction prob-
lems for determining the required imaginary points are considered. 
A method for calculating the parameters of the obtained sphere is 
described. The application of the method to other problems of 
descriptive geometry, for example, to the problems of finding geo-
metric places of points, is considered. equidistant from two given 
surfaces. Recently, this issue has been intensively studied, for ex-
ample, in the works [5; 6]. 

Keywords: imaginary conjugate points, carrier of imaginary 
points, tangent lines, isotropic lines, intersecting lines, actual 
circle, imaginary circle, circle of Thales (based on the diame-
ter),center line, radical axis, parallel planes, actual sphere, imag-
inary sphere, null sphere.

НАУЧНЫЕ ПРОБЛЕМЫ ГЕОМЕТРИИ

Введение
Статья по данной теме была написана ещё в 2015 г. 

[23], но на пути к издателю затерялась в «мировой 
паутине». Тема задания сферы мнимыми точками 
интересная и, по мнению автора, стоит того, чтобы 
пропавшую статью возродить. Она и предлагается 
читателю. В статье рассматривается построение сфе-
ры по четырём точкам, которые все могут быть дей-
ствительными [2; 30], все могут быть мнимыми со-
пряжёнными, и случай, когда одна пара точек дей-
ствительные, вторая — мнимые сопряжённые.  
В статье предлагаются построения сферы, опираю-
щиеся на вспомогательные 2D-конструкции, как-то: 
пересечение прямой с окружностью и, обратная ей 
задача — построение окружности по одной действи-
тельной и паре мнимых сопряжённых точек [7; 9; 10; 
16; 36].

1. Конструктивные 2D-задачи с мнимостями
К1. Построение главных точек M

1
, M

2
 инволюци-

онного ряда точек на прямой g и построение точки, 
сопряжённой данной точке в инволюционном ряду 
[28]. 
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лельно прямой g проводят прямую p и отмечают 
точки R пересечения с окружностью (M

1
M

2
). Окруж-

ность (C, CR) будет мнимой искомой окружностью 
(рис. 1, с).

К4. Построить окружность (C, R) по двум парам 
комплексно сопряжённых точек M

1
, M

2
 и N

1
, N

2
. 

Прямые g
1
 и g

2
, несущие мнимые точки, параллель-

ны, окружности (M
1
M

2
) и (N

1
N

2
) не пересекаются. 

Искомая окружность будет действительной. Каждой 
окружности (M

1
M

2
) и (N

1
N

2
) придают некоторое ка-

сательное приращение δ, чтобы вспомогательные 
окружности пересеклись на своей радикальной оси 
p.o. Радикальная ось пересекает линию центров v 
данных окружностей в центре C искомой окружности. 
Радиус CR искомой окружности равен длине каса-
тельной из точки C к одной из окружностей (M

1
M

2
) 

или (N
1
N

2
) (рис. 2, а).

Рис. 2. а) К4: построение р. о. непересекающихся окружностей, 
определение окружности (C, R) по двум парам мнимых точек M1, M2 и N1, 
N2, лежащих на параллельных носителях; b) К5: определение окружности 

(C, R), вспомогательные окружности (M1M2) и (N1N2) пересекаются 
в точках R, R

К5. Прямые g
1
 и g

2
 параллельны, окружности (M

1
M

2
) 

и (N
1
N

2
) пересекаются в точках R, R (рис. 2, b). На 

общей хорде R-R окружностей (M
1
M

2
) и (N

1
N

2
) и как 

на диаметре строят окружность (C, R). Искомая окруж-
ность (C, R) мнимая, проходит через данные точки 
M

1
, N

1
, соответственно M

2
, N

2
, своими гиперболиче-

скими ветвями. На рис. 2, b действительная ось ги-
перболы совпадает с прямой v, сами гиперболические 
ветви не показаны. 

Построение по рис. 2 не является решением част-
ного случая построения окружности, когда данные 
мнимые точки лежат симметрично оси v. Инволюция 
на прямой g позволяет перемещать данную пару 
точек в нужное место, К1 (рис. 1, а).

К6. Построить окружность (C, R) по паре действи-
тельных точек D

1
, D

2
 и паре мнимых комплексно 

сопряжённых точек M
1
, M

2
. 

Прямые g
1
 и g

2
 параллельны, точки D

1
 и D

2
 лежат 

вне окружности (M
1
M

2
), искомая окружность будет 

Две разделяющиеся пары действительных точек 
на действительной прямой g задают инволюцию в 
ряду точек. Инволюционный ряд точек A

1
A

2
 ÷ B

1
B

2
 

называют эллиптическим, он имеет пару мнимых 
двойных точек M

1
, M

2
. Полуокружности (A

1
A

2
) и (B

1
B

2
) 

пересекаются в точке Лагерра L, с основанием в 
точке P — центре инволюционного ряда точек. Мнимые 
точки M

1
, M

2
 лежат на носителе g (рис. 1, а). 

 

Рис. 1. а) К1: определение мнимых точек M1, M2 в инволюционном ряду на 
g; b) К2: построение мнимых точек M1, M2 пересечения прямой g с дей-
ствительной окружностью (С, СR) ↔ Построение окружности по центру 
C и двум мнимым точкам M1, M2 на прямой g; с) К3: построение мнимых 

точек M1, M2 пересечения прямой g с мнимой окружностью (С, СR) ↔ 
Построение мнимой окружности по центру C и двум мнимым точкам M1, 

M2 на секущей прямой g

Центр C окружности, проходящей через мнимые 
точки M

1
, M

2
, лежит на прямой LP (рис. 1, а). Окружность 

(С, СR) может быть как действительной, (рис. 1, b), 
так и мнимой (рис. 1, с).

К2. Построение точек пересечения прямой g с 
действительной окружностью (С, СR). 

Если график прямой g не накладывается на дей-
ствительную окружность (С, СR), то точки M

1
, M

2
 их 

пересечения будут мнимыми. Строят круг Thales'а — 
окружность (CP), и отмечают точки R пересечения 
его с окружностью (С, СR). Окружность (P, PR) пе-
ресекает прямую g в мнимых точках M

1
, M

2
 (рис. 1, b). 

Обратная задача. Если данный центр C лежит вне 
окружности ( M

1
M

2
)), то искомая окружность (С, СR) 

будет действительной, в противном случае — мнимой. 
Строят круг Thales'а (CP) и отмечают точки R пере-
сечения с окружностью (M

1
M

2
). Окружность (С, СR) 

искомая действительная окружность (рис. 1, b).
К3. Построение точек M

1
, M

2
 пересечения прямой 

g с мнимой окружностью (С, СR).
Положение прямой g относительно мнимой окруж-

ности (C) безразлично. Через точку C параллельно 
прямой g проводят прямую p и отмечают точки R 
пересечения с окружностью (C). Через точку C пер-
пендикулярно прямой g проводят прямую v и отме-
чают точку P пересечения с прямой g. Окружность 
(P, PR) пересекает прямую g в искомых мнимых 
точках M

1
, M

2
 (рис. 1, с).

Обратная задача. Определить радиус R окружно-
сти (C, R) по данному центру C и мнимым точкам 
M

1
, M

2
 пересечения с прямой g. Через точку C парал-
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действительной. Строят радикальную ось разнород-
ных окружностей. Для этого окружности (M

1
M

2
) 

придают некоторое касательное приращение δ,  
а окружности (D

1
D

2
) придают приращение равнобе-

дренным треугольником с основанием D
1
D

2
 и сторо-

нами δ. Через точки пересечения вспомогательных 
окружностей проходит радикальная ось p. o. окруж-
ностей. Радиус CR искомой окружности равен длине 
касательной из точки C к окружности (M

1
M

2
). Окруж-

ность (C, R) проходит через действительные точки 
D

1
 и D

2
 и через точки M

1
 и M

2
 одной своей гипербо-

лической ветвью (рис. 3, a). 
Ответ на вопрос «Почему окружность может быть 

задана четырьмя точками и не перезадание ли это?» 
кроется в том, что одна пара или обе пары точек — 
мнимые комплексно сопряжённые. Это ещё один плюс 
в пользу мнимостей в геометрии [3; 8; 12; 24; 29].

Рис. 3. а) К6 — определение окружности (C, R) по паре мнимых точек M1, 
M2 и паре действительных точек D1, D2, точки D1, D2 лежат вне 

окружности (M1M2); b) К7 — определение окружности (C, R) по паре 
мнимых точек M1, M2 и паре действительных точек D1, D2, которые лежат 

внутри окружности (M1M2)

К7. Прямые g
1
 и g

2
 параллельны, точки D

1 
и D

2
 

лежат внутри окружности (M
1
M

2
). Задача имеет два 

решения, искомые окружности будет мнимыми. 
Носители мнимых окружностей (штриховые линии) 
проходят через точки D

1
, D

2
, через точки M

1
, M

2
 мни-

мые окружности проходят своими гиперболически-
ми ветвями (рис. 3, b).

Конструкция по рис. 3, b имеет и чисто планиме-
трический интерес как решение задачи «Даны окруж-
ность (M

1
M

2
) и внутренняя точка D. Построить окруж-

ность, проходящую через точку D, имеющую своим 
диаметром хорду R

1
R

2
 окружности (M

1
M

2
), парал-

лельную диаметру M
1
M

2
». Автор имеет для этой за-

дачи как точное решение, так и приближённое [16, 
с. 67]. Кроме чисто абстрактного упражнения, по-
строение может служить конструктивным блоком 
для пространственных задач [4; 14; 15], например,  
в построении сферы. Изначально задача появилась 
как задача построения окружности [11], псевдоэл-
липтического пучка с базисными точками M

1
, M

2 
по 

одной наперёд заданной точке D, не лежащей на 
линии центров v.

Предложение 1. Прямая всегда пересекает окруж-
ность по двум точкам (действительным, мнимым или 
совпавшим).

2. Конструктивные 3D-задачи — построения 
сферы

Конструктивные посылки: 1. Четыре точки про-
странства задают две прямые, которые в общем слу-
чае скрещиваются. Если точки мнимые, то прямые 
служат носителями этих мнимых точек. 2. Через две 
скрещивающиеся прямые проходят две параллельные 
плоскости. 3. Параллельные плоскости всегда мож-
но привести в положение плоскости уровня. На 
смежной проекции плоскости изобразятся двумя 
прямыми, параллельными оси проекций. 4. Посылки 
позволяют исходные точки расположить попарно на 
прямых в плоскостях уровня, например, g

1
(A, B) —  

в плоскости Γ
1
, g

2
(C, D) — в плоскости Γ

2
.

Задача 1. Построить сферу Θ по четырём действи-
тельным точкам A, B, C, D в пространстве.

Решение (рис. 4 [30]).
На поле проекций Π

1
 из центра O′ через точки A, 

B и точки C, D проводят окружности как проекции 
параллелей сферы и отмечают точки r

1
 и r

2
 на мери-

диане m сферы. Точки r
1
 и r

2
 переносят по линиям 

проекционной связи на поле проекций Π
2
 — точку 

r
1
 на линию Γ

1
, — точку r

2
 на линию Γ

2
. Проекция 

центра сферы лежит в точке O″ пересечения сере-
динного перпендикуляра отрезка ′′r1 ′′r2 с проекцией 
оси вращения v″. Из центра O″ через точки ′′r1  и ′′r2

проводят фронтальный очерк сферы Θ (O″, r) — её 
главный меридиан. 

Окружность (O′, r) есть горизонтальный очерк 
сферы Θ — экватор.

Задача 2. Построить сферу Θ по двум парам мни-
мых комплексно сопряжённых точек A

1
, A

2
 и B

1
, B

2
.

Решение (рис. 5).
На поле проекций Π

1
 строят серединные перпен-

дикуляры отрезков A
1
A

2
 и B

1
B

2
, пересекающиеся в 

точке O′ — проекции центра искомой сферы Θ.  
С точкой O′ совпадает и проекция вертикальной оси 
вращения v сферы. Центр O′ лежит вне окружности 
(A

1
A

2
). Окружность, заданную парой мнимых точек 

и центром O′, лежащим вне (A
1
A

2
), строят по К2 (рис. 

1, b) — окружность (O′, R
1
) действительная. 

Центр O′  лежит внутри окружности (B
1
B

2
). 

Окружность, заданную парой мнимых точек и цен-
тром, O′, лежащим внутри (A

1
A

2
), строят по К3  

(рис. 1, c) — окружность (O′, R
2
) мнимая. 

Меридиан m рассекает обе окружности (O′, R
1
) и 

(O′, R
2
), первую в точках D

1
 и D

2
, вторую в точках M

1
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и M
2
. По линиям проекционной связи точки пере-

носят на проекцию Π
2
 — точки D

1
 и D

2
 на линию Γ

1
, 

точки M
1
 и M

2
 — на линию Γ

2
.

Построение проекции центра O″ сферы выпол-
няется по К6 (рис. 3), а для случая разнородных пар 
точек. На фрагменте A (рис. 5) приведено построение 
радикальной оси (р. о.) двух разнородных окружно-
стей (D

1
D

2
) и (M

1
M

2
). Радикальная ось определяет 

положение центра O окружности как фронтального 
очерка искомой сферы. Это пример того, как во 
вспомогательной конструкции учитываются акту-
альные параметры задачи. Искомая окружность дей-
ствительная, радиус r равен длине отрезка от точки 
O″ до одной из действительных точек D

1
 или D

2
. 

Построенная окружность (O″, r)является фронталь-
ным очерком искомой сферы Θ(O, r).

Задача 3. Построить сферу Θ по паре действи-
тельных точек A, B и паре мнимых сопряжённых 
точек C

1
, C

2
 в пространстве C. 

Решение (рис. 6).
На поле проекций Π

1
 строят срединные перпен-

дикуляры m и n отрезков AB и C
1
C

2
. Они пересека-

ются в точке O′ — проекции центра искомой сферы 
Θ. С точкой O′ совпадает и проекция вертикальной 
оси вращения v сферы. Центр O′ лежит внутри окруж-
ности ′ ′( )C C1 2, .   Радиус R

2
 мнимой окружности опре-

деляется по К3 (рис. 1, с). Окружность (O′, R
2
), про-

ходящая через точки A и B — действительная. 
Окружность (O, R

1
)проецируется на Γ

1
 в отрезок 

D
1
D

2
, окружность (O, R

2
) проецируется на плоскость 

Γ
2
 в отрезок M

1
M

2
.

Рис. 5. Построение сферы Θ(O, r) по двум парам мнимых точек 
A1, A2 и B1, B2

На фрагменте А приведено построение радикаль-
ной оси (р. о.) действительной (D

1
D

2
) и мнимой (M

1
M

2
) 

окружностей, (см. Бл. 6, рис. 7, a). Центр O″ сферы 
Θ лежит на оси v в пересечении с радикальной осью. 
Сфера Θ(O, r) — действительная. 

 
Рис. 6. Построение сферы (O, R) по паре действительных A, B и паре 

мнимых комплексно сопряжённых точек C1, C2

Задача 4. Построить сферу Θ нулевого радиуса по 
паре действительных точек A, B на носителе g

1
 и 

носителю g
2
, на котором задан только центр P

2
 ин-

волюции. 

Рис. 4. Построение сферы Θ по четырём точкам A, B, C, D
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Решение (рис. 7).
Горизонтальная проекция сферы Θ совпадает с 

проекцией её центра O′ и лежит в точке пересечения 
нормалей m и n, восставленных к носителям в центрах 
инволюций P

1
 и P

2
. Это позволяет определить ось v 

поверхности сферы и радиус OR
1
 мнимой окружности 

в плоскости Γ
1
 (см. К2, рис. 1, b). 

Сфера нулевого радиуса — это, иначе, изотропный 
конус, очерковые образующие которого наклонены 
к оси v под углом 45°. Этот факт позволяет определить 
основание конуса на плоскости Γ

2
 — окружность (O, 

R
2
). По окружности (O, R

2
) с помощью К3 (рис. 1, с) 

определяется положение мнимых точек B
1
, B

2
 на 

носителе g
2
. 

 
Рис. 7. Построение сферы Θ нулевого радиуса по паре мнимых точек 

A1, A2 на g1 и центру инволюции P2 на носителе g2

Отметим, что только на комплексной плоскости 
возможно задание сферы нулевого радиуса четырьмя 
точками без того, чтобы они все слились в одну.

3. Вычисление параметров сферы
Общее уравнение сферы имеет вид: 

 x x y y z z r−( ) + −( ) + −( ) =0

2

0

2

0

2 2.

Применяя аналитические формулы [35; 37; 38],  
в уравнение сферы последовательно подставляют 
координаты данных четырёх точек. В результате по-
лучится система четырёх уравнений с четырьмя не-
известными x

0
, y

0
, z

0
, r. Решение системы уравнение 

позволяет получить значения координат центра C(x
0
, 

y
0
, z

0
) и величину радиуса rr искомой сферы Θ(C, r) 

[16; 17; 25]. 
Задача 5. Определить координаты центра и величи-

ну радиуса сферы Θ(C, R), заданной двумя парами мни-
мых точек с комплексными координатами A i12 2 0 0±( ); ;  
и B i i12 3 3 5 2± ±( ); , ; .

Решение. Решение системы уравнений по усло-
виям задачи 5 даёт параметры сферы Θ(C, r), где 
C 0 3 7; ; ,( )  r = 0. Условия задачи определяют сферу, 
выродившуюся в точку.

Задача 6. Определить координаты центра и вели-
чину радиуса сферы Θ(C, R), заданной двумя парами 
мнимых точек с комплексными координатами A i12 4 0 0±( ); ;  
и B i i12 3 2 3 5 7± ±( ); , ; .

Решение. Решение системы уравнений по усло-
виям задачи 6 даёт параметры сферы Θ(C, r), где C(0; 
2,8; –0,7), r = 2. Условия задачи определяют действи-
тельную сферу.

Задача 7. Определить координаты центра и величи-
ну радиуса сферы Θ(C, R), заданной двумя парами мни-
мых точек с комплексными координатами A i12 4 0 0±( ); ;  
и B i i12 2 2 4 3 5 4±( ); , ; .∓

Решение. Решение системы уравнений по усло-
виям задачи 7 даёт параметры сферы Θ(C, r), где 

C 0
8

3
2 2; ; ,







, r = 2i,
 i = −1.  

Условия задачи опреде-

ляют мнимую сферу.

Предложение 2. Плоскость всегда пересекает сфе-
ру по окружности (действительной, мнимой или, вы-
родившейся в точку).

4. Геометрические места точек
Как одна и та же задача может иметь различные 

формулировки, так одна и та же графическая кон-
струкция может служить различным задачам [5; 6; 
13]. Задача построения окружности по трём её точкам 
решает и задача построения геометрического места 
точек (ГМТ), равноудалённых от трёх данных точек, 
в комплексном случае от четырёх данных точек. 
Конструкции рис. 2 решает эту задачу для мнимых 
точек, конструкция рис. 3 решает задачу для дей-
ствительных и мнимых точек. Если данные точки 
разнородные, то на конструкции отразится особен-
ность того, что длина мнимых отрезков измеряется 
не так, как длина действительных отрезков. Гео-
метрическое место точек будет состоять из одной 
единственной точки. Задача имеет одно решение для 

GEOMETRY & GRAPHICS (2022). Vol. 10. Iss. 3. 3–11



8

ГЕОМЕТРИЯ И ГРАФИКА № 3. 2022

в отличие от векторного подхода [36]. Изображение 
мнимого образа обозначается или типом линии, 
или оговаривается в тексте, тогда появляется или 
прямое указание на природу изображаемого объ-
екта, или указывается, что изображение есть но-
ситель мнимого образа: прямая — носитель пары 
мнимых точек, штриховая окружность — носитель 
мнимой окружности, или оговаривается, что ев-
клидова и псевдоевклидова плоскости совмещены 
в некую комплексную плоскость [32; 33]. Последнее 
условие конструктивно необходимо, поскольку 
евклидова плоскость и евклидово пространство не 
содержат мнимых элементов, а обсуждаемая в ста-
тье тема освещает именно такие образы. Геометру 
надо видеть фигуры — участники операции, тем 
более мнимые, и мы предоставляем ему такую 
возможность.

Мнимости в геометрии — это реальность [20; 27; 
34] c учётом нового измерения. Без мнимых обра-
зов — точек, прямых, окружностей (предложения 1, 2), 
не было бы геометрии как научной теория, а был 
бы эмпирический предмет по евклидовой геометрии, 
скрупулёзно перечисляющий частные случаи в опе-
рации пересечения действительных фигур и кате-
горически отрицающий мнимости. Мнимый резуль-
тат должен будет восприниматься как отсутствие 
решения.

2D-случая трёх точек, из которых две могут быть 
мнимыми, или для случая двух пар мнимых точек. 
Для 3D-случая четырёх однородных или разнородных 
точек задача также имеет только одно решение.

Заключение
В работе приведено построение сферы по четырём 

действительным точкам пространства и по аналогии 
построение сферы по двум парам мнимых сопряжён-
ных точек. Построения сферы по паре действитель-
ных и паре мнимых сопряжённых точек, задача 3, 
укладывается в схему первых двух конструкций. Кроме 
того, в работе приведены решения семи вспомога-
тельных задач на построение окружности по различ-
ным условиям. Эти 2D-задачи обозначены К3 и слу-
жат вспомогательными конструкциями в построении 
сферы как 3D-конструкции.

Задачи и упражнения по графическим построе-
ниям с включением мнимых элементов имеют целью 
укрепить уверенность исследователей в доступности 
восприятия мнимых образов как геометрических 
объектов и в возможности конструктивных постро-
ений на совмещённых эпюрах с участием мнимых 
образов наравне с действительными объектами — 
точек, прямых, окружностей [18; 21; 22; 31].

Принятая нами модель представления мнимых 
образов базирует на обычном евклидовом подходе, 
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