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Аннотация 

Рассмотрены вопросы анализа тепловой кар-

тины шпиндельного узла станка. Разработана мето-

дика получения регрессионных моделей в среде MS 

Excel. Предложена линейная регрессионная модель 

изменения контактного термического сопротивле-

ния без учета взаимодействия факторов в тепловой 

модели соединений деталей станка. Используя 

инструмент «Корреляция», выполнена сравнитель-

ная оценка значимости и отсев части факторов 

путем анализа парных коэффициентов линейной 

корреляции. С помощью инструмента «Регрессия» 

на основе метода наименьших квадратов (МНК) 

выполнена численная оценка параметров предло-

женных моделей и проверка их качества; доказана 

гомоскедастичность остатков регрессии; выполнен 

анализ статистической эквивалентности построен-

ных моделей. 
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метод наименьших квадратов, гомоскедастичность, 
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Abstract 

The problems of analyzing the thermal pattern 

of the spindle assembly of the machine are considered. 

A technique for obtaining regression models in MS 

Excel environment is developed. A linear regression 

model of changing the contact thermal resistance is 

proposed without taking into account the interaction of 

factors in the thermal model of the joints of machine 

parts. Using the Correlation tool, a comparative as-

sessment of the significance and elimination of some 

factors are performed by analyzing matching linear 

correlation coefficients. With the help of the Regres-

sion tool based on the least squares method (LSM), a 

numerical evaluation of the parameters of the proposed 

models and their quality check are performed; the ho-
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moscedasticity of the regression residues is proved; the 

statistical equivalence of the constructed models is 

analyzed. 

Keywords: correlation, regression, least squares 

method, homoscedasticity, linear regression model, 

correlation. 
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Введение 

Для разработки зависимостей, учи-

тывающих условия формирования кон-

тактного термического сопротивления 

(КТС), необходимо выделить существен-

ные факторы, влияющие на это сопротив-

ление [1,2].  

Значительное число действующих 

факторов и различие степени их влияния 

приводят к выводу, что для их всесторон-

него учета в тепловой модели в соедине-

нии деталей следует расположить псевдо-

слой (псевдосреду), обладающий рядом 

характеристик [3]. 

В работе [4] приведены результаты 

прогнозирования тепловой картины шпин-

дельных узлов станка, влияющих на точ-

ность обработки, в условиях псевдосреды, 

состоящей из площадок фактического кон-

такта и полостей, заполненных воздухом 

или маслом. Определены четыре фактора, 

оказывающих доминирующее влияние на 

КТС: толщина псевдосреды, номинальное 

давление в контакте, предел текучести 

контактирующего материала и параметр, 

определяющий расположение зоны факти-

ческого контакта [5,6]. На основе ПФЭ 2
4
с 

учетом 3-х кратного дублирования опытов 

получена адекватная регрессионная мо-

дель 

(   
              

  

                                      

       изменения температуры ΔТ, °К  в 

зоне контакта в виде: 

 

iexxxbxxbxxbxxb

xxbxxbxbxbxbxbbY





321123433432234114

31132112443322110
ˆ

                             (1) 

Следует отметить, что надежно дуб-

лировать параметры толщины псевдосре-

ды и предел текучести контактирующего 

материала вряд ли возможно в силу нере-

гулярного профиля шероховатости и неиз-

бежного рассеивания значений предела 

текучести, полученных в результате испы-

таний образцов на растяжение или взятых 

из справочных источников. С одной сто-

роны, чем больше статистических данных 

получено за счет дублирования при опре-

делении уравнения регрессии, тем точнее 

должна быть определена искомая зависи-

мость. Однако само количество статисти-

ческих данных не может обеспечить полу-

чение достоверной зависимости, если в 

действительности такой зависимости меж-

ду исследуемыми величинами не суще-

ствует. Дублирование опытов существенно 

занижает дисперсии коэффициентов ре-

грессии
2

bi и дисперсии воспроизводимо-

сти опытов 
2

y , увеличивая дисперсию 

адекватности модели регрессии
2

ад , что 

существенно влияет на величину расчетно-

го значения F-критерия и в итоге - на вы-

вод об адекватность модели регрессии в 

целом. 

Применение МНК, t-тестов, F-

тестов для оценки регрессии оправдано 

лишь в том случае, когда ошибки (остатки) 

регрессии εi имеют нулевое математиче-

ское ожидание и одинаковую дисперсию. 

Свойство одинаковой дисперсии ошибки εi 

называется гомоскедастичностью. Если 

дисперсии ошибки различны для разных 

наблюдений (разных Xi), это явление назы-

вается гетероскедастичностью. Поэтому 

необходима статистическая оценка остат-

ков регрессии. Избежать подобной не-

определенности эксперимента позволяет 

использование технологии корреляцион-

ного и регрессионного анализа в среде MS 

Excel или LibreOffice [7,8]. 
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Методика коррекции математической модели регрессии 

Средствами надстройки программы 

«Пакет анализа» с использованием встро-

енных функций Мастера функций, ин-

струментов «Корреляция» и «Регрессия» 

на основе метода наименьших квадратов 

выполним численную оценку параметров 

линейной регрессионной модели (1) без 

учета взаимодействий факторов и провер-

ку её качества по плану ПФЭ 2
4
 (рис.1). 

На рис.1 в табл.1 приведены уровни и 

интервалы варьирования факторов, а в 

табл.2 – матрица планирования полного 

факторного эксперимента ПФЭ 2
4
 в коди-

рованном виде и правило чередования зна-

ков в строках матрицы. В столбце G11:G26 

приведены опытные результаты измерений 

зависимой переменной ΔТ=Yоп. 

 

 
 

Рис. 1.Численная оценка параметров регрессионной модели с помощью  

функции ЛИНЕЙН 

Fig. 1. Numerical estimation of the regression model parameters using the LINEAR 
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С помощью встроенной функции 

«Корреляция» в табл.3 и табл.4 рис. 1 вы-

полнена сравнительная оценка значимости 

и отсев части факторов путем анализа пар-

ных коэффициентов линейной корреляции 

ry,x. Анализ таблиц показал, что факторы 

Х1-Х4 между собой линейно независимы; 

наибольшее значимое прямое влияние на 

изменение температуры ΔТ в зоне контак-

та оказывает фактор Х1 и обратное чуть 

менее значимое влияние - фактор Х2. Фак-

торы Х3 и  Х4существенно меньше связаны 

с функцией отклика Y.  

Оценим значимость коэффициентов 

корреляции rx3y и rx4y.С этой целью рас-

смотрим две гипотезы. Основную Н0: rxy 

=0 и альтернативную Н1: rxy≠0. Для про-

верки нулевой гипотезы рассчитаем соот-

ветственно в ячейках H38 и Н39 t-

статистику Стьюдента по формуле [9]: 

 
2

2

1

2

r

nr
tнабл




  ,                (2) 

где n – число строк матрицы, n = 2
4
 = 16. 

Сравним полученное значение с кри-

тическим значением tкр(ν,α) распределения 

Стьюдента с помощью встроенной функ-

ции СТЬЮДРАСПОБР (ν,α) при числе 

степеней свободы ν = n - 2=14 и уровне 

значимости α=0,05: 

tкр(0,05;14)=2,145. 

Так как t(x3y)=0,611<2,145 и t(x4y)= 

0,269 < 2,145, то нет оснований отказаться 

от нулевой гипотезы rxy=0 и поэтому 

найденные коэффициенты корреляции не-

значимы. 

Определим частные коэффициенты корре-

ляции и тесноту их связи с функцией от-

клика  

       
 

    
     

     

√(      
 ) (       

 )
,           (3) 

739,0;747,0;853,0
413121 ///  xyxxyxxyx rrr  

теснота связи высокая. 

503,0;508,0;743,0
423212 ///  xyxxyxxyx rrr

 теснота связи умеренная. 

161,0;186,0;238,0
432313

///  xyxxyxxyx rrr  

теснота связи низкая. 

073,0;083,0;106,0
342414 ///  xyxxyxxyx rrr  

теснота связи низкая. 

Низкая теснота связи частных коэф-

фициенты корреляции подтверждает не-

значимость факторов Х3 и Х4. 

 

Основные результаты и обсуждение 

Получим модель регрессии и оценим 

коэффициенты уравнения множественной 

линейной регрессии без учета взаимодей-

ствия факторов. В среде MS Excel поиск 

модели регрессии чаще всего осуществля-

ется следующими способами: 

- с помощью встроенной функции 

ЛИНЕЙН; 

- с помощью инструмента «Регрес-

сия» из Пакета анализа; 

- графическим способом – построе-

нием линии тренда на диаграмме с пока-

зом уравнения регрессии и расчетного зна-

чения коэффициента детерминации R
2
. 

Статистическая функция ЛИНЕЙН 

(Y; X; константа; статистика) возвращает 

линейное уравнение регрессии, позволяет 

оценить коэффициенты уравнения множе-

ственной линейной регрессии в виде

i

k

i

i xbby 



1

0
и получить данные для 

оценки достоверности. Синтаксис опера-

ций требует введения массивов матриц Y, 

X; выделения диапазона ячеек для вывода 

результата операции, в котором всегда 5 

строк, а число столбцов на единицу боль-

ше числа независимых аргументов X; вво-

да формулы операции и нажатия комбина-

ции клавиш CTRL+SHIFT+ENTER. В 

столбце H11:H26 табл.2 приведены ре-

зультаты ΔТ=Yрегр, полученные по уравне-

нию

 

4321 025,0056,0175,0257,0386,0 XXXXYрегр 
                               

(4) 

 

В ячейках I27 и J27 соответственно 

приведены результаты расчета регресси-

онной и остаточной суммы квадратов, ко-

торые совпадают с значениями в ячейках 
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B39 и C39, полученными с помощью ста-

тистической функции ЛИНЕЙН. В ячейке 

В37 приведено расчетное значение коэф-

фициента детерминации R
2
, которое пока-

зывает долю вариации изменения темпера-

туры в зоне контакта ΔТ=Yрегр, находя-

щейся под воздействием выбранных неза-

висимых факторов Хi. Значение R
2
=0,827 

показывает, что примерно 83% вариации 

ΔТ определяется значениями факторов Х1 – 

Х4 на основании полученной множествен-

ной линейной функции регрессии. В каче-

стве меры точности регрессии принимают 

несмещенную оценку дисперсии остаточ-

ной компоненты, определяемую как отно-

шение суммы квадратов уровней остаточ-

ной компоненты (ячейка I27 в табл.2) к 

величине (n-k-1), где k – количество фак-

торов, включенных в модель (ячейка J28). 

Корень квадратный из этой величины 

называется стандартной ошибкой оценки 

регрессии Se = 0,175 (ячейка J29). Анало-

гичный результат, полученный с помощью 

статистической функции ЛИНЕЙН, приве-

ден в ячейке C37. 

Оценим достоверность самой вели-

чины R
2
 с помощью F распределения, ко-

торое определяет α – вероятность того, что 

зависимость у от х отсутствует. Стати-

стическая функция Excel FРАСП (Fрасч; k; 

df) возвращает величину α; следовательно, 

(1-α) – вероятность того, что такая зависи-

мость существует. Значение числа степе-

ней свободы  1 kndf приведено в 

ячейке С38. В табл.5 рис. 1 в ячейке B38 

приведено расчетное значение F-критерия, 

а табл.6 рис. 1 в ячейке G43 приведен ре-

зультат оценки достоверность величины α: 

близкое к единице значение (1-α) свиде-

тельствует о достоверности полученного 

уравнения регрессии. 

Оценка достоверности коэффициен-

тов уравнения линейной регрессии, вы-

полненная с помощью распределения 

Стьюдента и статистической функции 

Excel СТЬЮДРАСП, показала (табл.7 рис. 

1) , что достоверность коэффициентов b3 и 

b4 должна быть поставлена под сомнение. 

Проверка значимости факторов с исполь-

зованием частных F -критериев Фишера 

[10] подтвердила, что факторы Х3 и Х4 не 

целесообразно включать в модель. 

Тогда уравнение множественной ре-

грессии (1) примет вид: 

ieXbXbaY  2211 ,           (5) 

где ei – остатки регрессии. 

Найдем коэффициенты линейного 

уравнения регрессии (5) с помощью ин-

струмента «Регрессия» пакета Анализ дан-

ных (рис.2). Факторы X1 и X2 выбраны как 

наиболее тесно связанные с результирую-

щей переменной Y. 

На рис. 2 приведены результаты ис-

пользования инструмента «Регрессия» и 

получено адекватное уравнение регрессии:

 

iрегр eXXY  21 175,0257,0386,0                                              (6) 

 

Сравнивая результаты регрессии по 

2-х факторной модели (6) с результатами, 

полученными с помощью статистической 

функции ЛИНЕЙН по 4-х факторной мо-

дели (4), видим, что коэффициенты b0, а 

также b1и b2 при независимых переменных 

Х1 и Х2полностью совпадают в обоих слу-

чаях. 

Выполним оценку остатков регрес-

сии (6). В Excel нет встроенных тестов на 

гетероскедастичность, но можно вручную 

провести тест Голдфелда–Куандта [11]. 

Нулевая гипотеза теста – остатки модели 

гомоскедастичны, альтернативная – остат-

ки гетероскедастичны. Характер графиков 

остатков (рис. 2) показывает, что остатки 

модели примерно одинаковы по модулю и 

распределены примерно симметрично. 

Для численной оценки сначала все 

наблюдения упорядочим по возрастанию и 

разделим на три группы: в первой группе 

имеем n1= 6 наименьших значений остат-

ков, в третьей группе имеем n2= 

6наибольших значений, наблюдениями 

средней группы пренебрегаем (рис. 3).  

Расчетная статистика теста Голдфел-

да–Куандта имеет вид: 

 

  ,
)/(

)/(

11

22
; 12 knESS

knESS
F knkn




           (7) 
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где      - количество наблюдений в каж-

дой группе; k - количество параметров, 

оцененных в регрессии; статистика имеет 

F-распределение со степенями свободы 

числителя (n2 – k) и знаменателя (n1 – k). 

 

 
Рис. 2. Вывод итогов инструмента «Регрессия» 

Fig. 2. Output of the results of the Regression tool 

 

 
 

Рис. 3. Графики остатков регрессии по двум группам 

Fig. 3. Graphs of regression residuals for two groups 

 

Используя суммы квадратов остатков 

(ESS) в оцененных регрессиях (табл.1), 

рассчитываем тестовую статистику по 

формуле (7); при этом в числителе - 

наибольшая из двух дисперсий – «сумма 

квадратов остатков, деленная на степень 

свободы» (ESS1/(n1 – k) или ESS2/(n2 – k). 

Сравниваем полученное значение Fрасч с 
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критическим Fкр при выбранном уровне 

значимости α = 0,05. Если значение Fрасч 

превышает критическое Fкр, то нулевая 

гипотеза о гомоскедастичности отклоняет-

ся и в остатках модели присутствует гете-

роскедастичность.  

Иначе (Fрасч<Fкр) остатки модели 

признаются гомоскедастичными. Рассчи-

таем по формуле (7) F-статистику: 

  .741,1
)36(1398,0

)36/(2434,0
12 ; 




 knknF  

 

Таблица 1 

Проверка остатков модели регрессии на гомоскедастичность 

Table 1 

Checking the residuals of the regression model for homoscedasticity 
Ранжированные остатки 

первой группы еi 
ei

2
 

Ранжированные остатки 

третьей группы еi 
ei

2
 

-0,3450625 0,119068129 0,1065625 0,011355566 

-0,2380625 0,056673754 0,1148125 0,01318191 

-0,1405625 0,019757816 0,1548125 0,02396691 

-0,1335625 0,017838941 0,1685625 0,028413316 

-0,1265625 0,016018066 0,1695625 0,028751441 

-0,1185625 0,014057066 0,1848125 0,03415566 

ESS2 =0,243413773 ESS1 =0,139824805 

 

С помощью встроенной функции 

FРАСПОБР (α; n1-k;n2-k) имеем Fкр(0,05; 3; 3) 

= 9,277. Так как Fрасч<Fкр, то нет оснований 

отвергнуть нулевую гипотезу о го-

москедастичности остатков модели ре-

грессии. 

Проведем анализ статистической эк-

вивалентности построенных моделей (4) и 

(6) посредством сравнения их остаточных 

дисперсий. Для сравнения остаточных 

дисперсий  2.,42

1 рисЕячейкаSост и

)1.,39(2

2 рисСячейкаSост вычисляется ста-

тистика: 

 

179,1
3372,0

3977,0

3372,0;3977,0min(

)3372,0;3977,0max(
F . 

При  0, 05, 1n-k- 1 = 16-2 – 1=13 

и 2n - k - 1 = 16-4 – 1=11 с помощью 

встроенной функции FРАСПОБР находим 

Fкр(0,05;13;11) 2,761. 

Так как расчетное F<Fкр, то обе мо-

дели (4) и (6) одинаково адекватно описы-

вают результаты эксперимента, но предпо-

чтение следует отдать более простой мо-

дели (6), имеющей меньшее число коэф-

фициентов. В противном случае, если 

F>Fкр, предпочтение следует отдать моде-

ли с меньшей остаточной дисперсией. 

Запись математической модели в ре-

альных физических величинах: 

6

6

1
103

104










h
x ;

6

6

2
1087

1088




 aq

x

    (8) 

 

aqhT 66 10002,010085,0221,0  , °К                                           (9) 

 

Проверим, например, результаты ре-

грессии модели (6) по1-й и 16-й строкам 

предсказанных значений (рис. 2). После 

подстановок натуральных значений факто-

ров с учетом (8) в уравнение (9) и преобра-

зований получим: 

 

304,010101002,010101085,0221,0 6666
1  T  

466,01010175002,010107085,0221,0 6666
16  T  

Указанные значения близки результатам моделирования (ячейки В15 и В30 рис. 2). 

 

Выводы

1. Доминирующее влияние на кон-

тактное термическое сопротивление псев-

досреды в тепловой модели соединения 

деталей станка оказывают два фактора: Х1 
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- толщина псевдосреды и Х2 - номинальное 

давление в контакте. 

2. С помощью инструмента MS Excel 

«Регрессия» получено адекватное линей-

ное уравнение множественной регрессии 

(6) для двух факторов. 

3. С помощью теста Голдфелда–

Куандта доказана гомоскедастичность 

остатков регрессии. 

4. Анализ статистической эквива-

лентности построенных линейных моделей 

(4) и (6) без учета взаимодействия факто-

ров показал, что обе модели одинаково 

адекватно описывают результаты экспери-

мента, но предпочтение следует отдать 

более простой модели (6), имеющей мень-

шее число коэффициентов. 
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