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Моделирование конхоидальных 
кривых с использованием 
квазисимметрии относительно 
эллиптической оси

Аннотация. В данной статье приводятся результаты иссле-
дования геометрических свойств конхоиды Никомеда и косой 
конхоиды. Косая конхоида в данной работе моделируется 
новым способом, а именно квазисимметрией относительно 
эллиптической оси. Используемый способ является преобра-
зованием четвёртого порядка плоскости относительно кривой 
второго порядка. То есть, прямая при квазисимметрии ото-
бражается в кривую четвёртого порядка. Образ прямой в 
данном случае состоит из двух ветвей, которые стремятся к 
двум асимптотам. Квазисимметрия позволяет получать косую 
конхоиду, как частный случай при определённых условиях, а 
в общем случае – множество других конхоидальных кривых.  
Применение данного способа позволило обнаружить новые 
геометрические свойства конхоидальных кривых, в частности 
найти неописанное ранее конструктивное соответствие меж-
ду точками, принадлежащими разным ветвям косой конхои-
ды. В работе сформулированы и доказаны три утверждения, 
а именно: 1) Образ прямой при её квазисимметрии относи-
тельно окружности есть конхоида Никомеда, 2) образ окруж-
ности при её квазисимметрии относительно окружности есть 
кривая шестого порядка, 3) образ прямой параллельной боль-
шой полуоси эллипса при её квазисимметрии относительно 
данного эллипса есть две симметричных относительно малой 
полуоси эллипса косых конхоиды. Также, выведены уравнения 
рассматриваемых кривых и их асимптот в общем случае. 

Результаты выполненных в данной работе исследований 
расширяют возможности применения конхоидальных кривых 
при решении задач инженерной геометрии. Например, при 
моделировании различных физических явлений и процессов, 
а также при инженерном и архитектурном проектировании. 

Ключевые слова: квазисимметрия, квазивращение, конхо-
ида Никомеда, косая конхоида, конхоидальные кривые.
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Abstract. This article presents the results of a study of the ge-
ometric properties of the Nicomed conchoid and the oblique con-
choid. In this paper, the oblique conchoid is modeled in a new way, 
namely by quasi-symmetry with respect to the elliptic axis. The 
method used is a fourth-order transformation of the plane relative 
to the second-order curve. That is, a straight line with quasi-sym-
metry is mapped into a fourth-order curve. The image of a straight 
line in this case consists of two branches that tend to two asymptotes. 
Quasi–symmetry makes it possible to obtain an oblique conchoid, 
as a special case under certain conditions, and in the general case, 
many other conchoidal curves. The use of this method made it 
possible to discover new geometric properties of conchoidal curves, 
in particular, to find a previously undescribed constructive corre-
spondence between points belonging to different branches of the 
oblique conchoid. The paper formulates and proves three statements, 
namely: 1) The image of a straight line with its quasi-symmetry 
with respect to a circle is a Nicomedes conchoid, 2) the image of 
a circle with its quasi-symmetry with respect to a circle is a curve 
of the sixth order, 3) the image of a straight parallel major semiax-
is of an ellipse with its quasi-symmetry with respect to a given ellipse 
is two symmetrical oblique conchoids with respect to the minor 
semiaxis of an ellipse. Also, the equations of the curves under 
consideration and their asymptotes in the general case are derived. 

The results of the research carried out in this paper expand the 
possibilities of using conchoidal curves in solving problems of 
engineering geometry. For example, when modeling various phys-
ical phenomena and processes, as well as in engineering and archi-
tectural design. 

Keywords: quasi-symmetry, quasi-rotation, Nicomed's conchoid, 
oblique conchoid, conchoidal curves.
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1. Введение

Моделирование кривых линий является частью 
прикладных задач инженерной геометрии. Подходы 
к её решению разнообразны [13] и могут выбирать-
ся в зависимости от сути конкретной задачи. 
Конструктивный подход эффективно используется 
в компьютерной графике [5] и позволяет моделиро-
вать аналитические кривые. Сплайн, как инструмент 
систем автоматизированного проектирования, по-
зволяет решать более сложные задачи данного типа. 
Разработке теории построения различных сплайнов 
посвящены работы [10–12; 27; 28]. Также эффектив-
ным численным методом моделирования кривых 
является применение функционально-воксельных 
компьютерных моделей [21]. Однако на сегодняшний 
день в компьютерном геометрическом моделирова-
нии не теряют актуальность алгебраические кривые 
второго [7; 8; 12; 17], третьего [11], четвёртого [20] и 
более высоких порядков. Например, конхоиды. 



8

ГЕОМЕТРИЯ И ГРАФИКА № 2. 2023

3.1. Соответствие «квазисимметрия» прямой относительно 
окружности на плоскости

Квазисимметрия относительно окружности на 
плоскости (рис. 1) является дву-двузначным соот-
ветствием, при котором соответствующие друг дру-
гу пространства R R1

2
2
2и  принадлежат одной плоско-

сти. При квазисимметрии относительно окружности 
AS

ic
 (A — axis, S — symmetry, c — circle) любой точке 

А, принадлежащей пространству R1
2 , соответствует 

пара точек А′ и А″ принадлежащих пространству R2
2 , 

и наоборот:

  
A R AS A A A R

L R AS L L L R

ic

ic

∈ ( ) → ′ ′′ ∈

∈ ( ) → ′ ′′ ∈
1
2

2
2

2
2

1
2

, , ,
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Рис. 1. Квазисимметрия точки А относительно окружности ic

Согласно аппарату квазисимметрии, любой паре 
точек А′ и А″ в пространстве R1

2  можно привести в 
соответствие одну точку относительно круговой оси 
i

c
, если центр окружности i

c
 задан и лежит на прямой 

А′А″. При этом диаметр оси-окружности равняется 
половине длины отрезка А′А″:

 D r r
A A

ic = ′ + ′′ = ′ ′′
2

.

Поместим две тройки точек A A A, ,′ ′′{ }  и F O O, ,′ ′′{ }  
на числовую ось х с началом в одной из них, напри-
мер, в точке А. Тогда любые две точки из одной трой-
ки и одна точка из другой тройки зададут оставши-
еся три точки. Рассмотрим задачу: заданы точки  
А(0), А′(2) и F(3), найти А″(х

А″), O′(х
O′), O″(х

O″).
Координаты искомых точек определяются по 

формулам:

 x x x rO A A′ ′= −( ) = −( ) = ′ =
1

2

1

2
2 0 1,  

 x x x x r rO F F O c c′′ ′= + −( ) = ′ +( ) + =r ,5  

 
x x rA O′′ ′′= = ′′ =2 2 10.

Конхоидальные кривые имеют широкое приме-
нение. С их использованием моделируют процессы 
и явления в астрономии, а также в механике, опти-
ке и других разделах физики. Конхоиды использу-
ются при проектировании технических поверхностей 
деталей с криволинейными формами и при архитек-
турном проектировании. Свойства конхоид иссле-
довались геометрами на протяжении веков. Конхоида 
Никомеда носит имя известного математика, полу-
чившего её при попытке поиска точного геометри-
ческого решения задачи деления угла на три равные 
части. Решение задачи трисекции угла не может быть 
найдено, так как оно сводится к поиску точек пере-
сечения прямой с конхоидой. Найти такие точки с 
помощью циркуля и линейки не представляется воз-
можным. Однако геометрические свойства конхоид 
достаточно изучены, что и позволяет использовать 
эти кривые линии в различных областях науки и 
техники. В данной статье приведены некоторые 
геометрические свойства конхоид, выявленные при 
исследовании свойств соответствия квазисимметрии, 
выстраиваемого относительно кривых второго по-
рядка. Квазисимметрия — это соответствие инду-
цируемое квазивращением на конусе инцидентном 
конике, которая является осью квазивращения.  
В случае, когда вершина такого конуса совпадает 
с фокусом коники, он вырождается в двойную 
плоскость. Подробные результаты исследования 
свойств соответствия «квазивращение» представ-
лены в работах [2–4; 22–26], анализ частных слу-
чаев квазисимметрии точки на плоскости приведён 
в работе [1].

2. Постановка задачи

Доказать возможность моделирования конхоид с 
применением квазисимметрии относительно кривых 
второго порядка. На базе свойств квазисимметрии 
выявить геометрические свойства моделируемых с 
её применением конхоид. Раскрыть возможности 
моделирования различных кривых на базе квазисим-
метрии и описать их общие свойства.

3. Теория

Аппарат квазивращения индуцирует в простран-
стве R3 бесконечное множество соответствий ква-
зисимметрии относительно криволинейной оси 
второго порядка [24; 25]. В данной статье рассма-
тривается возможность моделирования алгебраи-
ческих кривых высоких порядков на основе квази-
симметрии относительно кривых второго порядка 
на плоскости. 

GEOMETRY & GRAPHICS (2023). Vol. 11. Iss. 2. 7–17
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Рис. 2. Расположение точек А, А′, А″, F, O′, O″ на числовой оси х

На рис. 2 приведено графическое представление 
решения поставленной задачи. 

Рассматриваемую группу точек можно разделить 
на две категории по принадлежности пространствам  
R R1

2
2
2и  соответственно:

 A F O O R

A A F O O R

, , , ,

, , , , .

′ ′′ ∈

′ ′′ ′ ′′ ∈
1
2

2
2

 

 
Если рассматривать пару точек А′, А″ как единый 

геометрический объект — образ точки А, то соответ-
ствие «квазисимметрия» (AS

ic
) пространств R R1

2
2
2и

является взаимно однозначным, а значит, может 
называться преобразованием одного пространства 
R2 [9; 14; 19]. Для обоснования данного суждения 
рассмотрим несколько примеров квазисимметрии 
линий относительно окружности на плоскости (рис. 3) 
и докажем ряд утверждений:

Утверждение 1: образ прямой при её квазисим-
метрии относительно окружности есть конхоида 
Никомеда. Докажем это.

 
Рис. 3. Квазисимметрия точки А, принадлежащей прямой а 

относительно окружности iс

Поместим окружность i
c
 в систему координат XY 

так, чтобы центр окружности совпадал с началом 
координат системы. Прямую a расположим, напри-
мер, параллельно оси абсцисс. Применим аппарат 
квазисимметрии к произвольной точке А ∈ а. Прямая 
FA пересекает i

с
 в двух точках O′, O″. Ординаты и 

абсциссы точек А′, А″ рассчитываются по формулам:

 
y y y

x x x

A A O O A

A A O O A

′ ′′ ′ ′′

′ ′′ ′ ′′

= −

= −
, ,

, ,

,

.

2

2

Так как точки O′, O″ принадлежат прямой FA и 
окружности i

с
 FA i O Oc∩ = ′ ′′( ), , то координаты точек 

O′, O″ являются решением системы уравнений, опи-
сывающих прямую FA и окружность i

с
:

 y
y

x
x

y x r

A

A

c

=

+ =







 2 2 2,

 
(3) 

 
y

r y

x y
O O

c A

A A

′ ′′ = ±
+

, .
2 2

 
(4)

Формулу расчёта ординаты точек А′, А″ получим, 
подставив формулу (4) в формулы (1), а абсциссы 
выведем из уравнения прямой AF (3):

 
y

r y

x y
yA A

c A

A A

A′ ′′ = ±
+

−, ,
2

2 2

  
(5)

 
x

x

y
yA A

A

A
A A′ ′′ ′ ′′=, , .

 
(6)

 
При помощи уравнений (5) и (6) вычисляются 

соответствующие координаты точек А′, А″. Выведем 
зависимость у

А′,А″ от y
A
, x

А′,А″. Для этого выразим из 
(6) x

A
 и подставим полученное выражение в (5). При 

этом у
А′,А″ → y, x

А′,А″ → x. После упрощения записи 
получим:

 y y x y r yA c+( ) +( ) =2 2 2 2 24 .  (7)

Уравнение (7), как известно из работы [16], опи-
сывает конхоиду Никомеда, при y

A
 = const. Если 

принять значение y
A
 = 1, а r

c
 = 2 и подставить их в 

уравнение (7), то получим:

 y x y y+( ) +( ) = ( )1 4 2
2 2 2 2 2 .  (8) 

 

Рис. 4. Конхоида Никомеда, полученная как образ (a′, a″) прямой a 
преобразованием «квазисимметрия» относительно окружности ic 

Уравнение (8) описывает кривую, квазисимме-
тричную прямой a (y = 1) относительно окружности 
i

c
 (x2 + y2 = 4). На рис. 4 присутствует прямая s, ко-

(1)

(2)

GEOMETRY & GRAPHICS (2023). Vol. 11. Iss. 2. 7–17
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торая является её асимптотой. Прямая s располага-
ется симметрично прямой а относительно начала 
координат. Точка А

s
 лежит на асимптоте s и на прямой 

AF. Построение конхоиды основано на том, что её 
точки А′ и А″, лежащие на прямой АF, проходящей 
через её полюс F, отстоят на равные расстояния l от 
точки А

S
, лежащей на линии-прообразе, т.е. на асимп- 

тоте s. Величина l равняется диаметру окружности 
i

c
: l = D

ic
. Это равенство следует из формул:

 
D r r

A A
l A Aic = ′ + ′′ =

′ ′′
= ′ ′′

2
2, .

В работе [16] так же упоминается о циссоиде кон-
хоиды Никомеда, которой является окружность с 
радиусом, равным 2l. Однако ни в одной из работ [6; 
16; 18] не упоминается о том, что для каждой кон-
хоиды Никомеда существует прямая-прообраз отно-
сительно окружности с центром в полюсе данной 
кривой и диаметром, равным константе l. Таким 
образом, преобразование «квазисимметрия» прямой 
относительно окружности — это ещё один способ 
моделирования конхоиды Никомеда. 

Отметим, что обе ветви a′ и a″ конхоиды Никомеда 
(см. рис. 4) описываются уравнением (8) и являются 
единым геометрическим объектом. 

3.2. Соответствие «квазисимметрия» окружности относительно 
окружности на плоскости

Рассмотрим соответствие «квазисимметрия» окруж-
ности относительно круговой оси. Для удобства ана-
литического описания поместим центр F круговой 
оси i

c
 в начало полярной системы координат, а центр 

L образующей окружности a с радиусом p будем 
смещать по оси абсцисс на величину h. Формулы (1), 
(2), переведённые в полярные координаты, прини-
мают вид:

 ρ = ± −2r qc .   (9)

Уравнение (9) является общей формулой соответ-
ствия «квазисимметрия» относительно окружности 
(AS

c
) с центром в полюсе полярной системы коор-

динат, где ρ — это радиус-вектор образа, r
c
 — радиус 

круговой оси квазисимметрии, q — радиус-вектор 
прообраза. При q = f (ϕ) — уравнение (9) приобре-
тает вид:

 ρ ϕ ϕ( ) = ± − ( )2r qc ,  

где ϕ — это переменный параметр равный углу на-
клона радиус-вектора точки прообраза. 

Утверждение 2: образ окружности при её квази-
симметрии относительно окружности есть кривая 
шестого порядка. Докажем это.

Уравнение окружности со смещённым центром 
по оси абсцисс в полярной системе координат име-
ет вид:

 q h p h= ± − ( )cos sin .ϕ ϕ2 2 2  (10)

Подставим правую часть выражения (10) вместо 
q в выражение (9) и получим уравнение образа окруж-
ности при её квазисимметрии относительно круговой 
оси.

 ρ ϕ ϕ= ± − ± − ( )2 2 2 2
r h p hc cos sin .  (11)

График кривой линии, которую описывает урав-
нение (11) при заданных константах (r

c
 = 3, h = –2, 

p = 4), изображён на рис. 5. По виду данной кривой 
линии можно предположить, что она является кон-
хоидой окружности. Такое предположение также 
является закономерным, учитывая, что образ прямой 
при квазисимметрии относительно окружности яв-
ляется конхоидой прямой линии. Для проверки дан-
ного предположения сравним уравнение (11) с общим 
уравнением конхоиды окружности, известной из 
источника (https://mathcurve.com/courbes2d/
conchoiddecercle/conchoiddecercle.shtml):

 ρ ϕ ϕ= ± − ( ) ±( )v k lcos sin .2 2  (12)

В уравнении (12) коэффициент v — это расстоя-
ние от полюса конхоиды до центра её производящей 
окружности, k — отношение радиуса R производящей 
окружности к значению v, l — отношение постоянной 
величины расстояния c между соответствующими 
точками конхоиды и производящей окружности s к 
значению а. Запишем эти соотношения:

 k
R

v
l

c

v
= =, .   (13)

 
Для того чтобы установить соответствие между 

коэффициентами уравнений (11) и (12), приведём 
уравнение (11) к форме уравнения (12). Вынесем 
коэффициент h за скобки и получим:

 ρ ϕ ϕ= − ± − ( ) ±








h

p

h

r

h
cos sin .

2

2

2 2  
(14)

 

Сравнив уравнения (14) и (12), можно сделать вывод, 
что квазисимметрия окружности относительно кру-
говой оси образует конхоиду окружности. 
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Найдём формулы расчёта радиуса производящей 
окружности и положения полюса такой конхоиды, 
а также постоянную величину расстояния c между 
соответствующими точками конхоиды и производя-
щей окружности s. Для этого приравняем соответ-
ствующие коэффициенты уравнений (12) и (14) и 
выразим целевые величины: 

 v = –h,     R = –p,     c = 2r
c
. (15) 

Соотношения (15) позволяют рассчитать поло-
жение центра и радиус производящей окружности s 
конхоиды (a′, a″), изображённой на рис. 6. 

 v = 2,     R = 4,     c = 6.

Соотношения (15) показывают, что окружность s 
располагается симметрично окружности а относи-
тельно точки F. Отметим, что образующая точка А, 
лежащая на окружности а, также симметрична точ-
ке А

s
, лежащей на окружности s. относительно точки F.

 
Рис. 6. Конхоида окружности s относительно полюса F и образ окружно-

сти а в соответствии «квазисимметрия» относительно круговой оси ic 

Уравнение конхоиды окружности в декартовой 
системе координат имеет вид:

 x y c b y x ax a

c x x a y

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2

4

+ + −( ) + + +( ) =

= +( ) +( ) .

 

Очевидно, что при раскрытии скобок максималь-
ная степень переменной будет шестой, следователь-
но, полученная кривая имеет шестой порядок.  
В работе [24] порядок такой кривой был определён 
графически с тем же результатом.

Моделирование кривых линий соответствием 
«квазисимметрия» можно осуществлять, используя 
алгоритм, описанный в третьей главе данной работы. 
При квазисимметрии на плоскости параметр β в 
уравнениях (1) принимает значение 2π. Параметриче-
ские уравнения, описывающие образы кривых, по-
лученные с использованием квазисимметрии на 
плоскости относительно окружности (θ = ϕ, u = r

c
, 

c = 0), принимают вид:

 x r x y x

y r x y y

z

c l l l

c l l l

= ± +( ) ( ) +

= ± +( ) ( ) +

=

å

å

2

2

0

2 2

2 2

cos

sin

,

ϕ

ϕ

 

(16)

где x
l
 и y

l
 — это правые части параметрических урав-

нений кривой-прообраза с параметром ϕ. На рис. 7 
представлены различные кривые, полученные при  
r = 3 и различных x

l
 и y

l 
.

3.3. Квазисимметрия относительно эллипса на плоскости

Так же, как в случае с круговой осью, можно ре-
ализовать квазисимметрию различных кривых на 
плоскости относительно эллипса, параболы и гипер-
болы на базе алгоритма, описанного в статье [23]. 
Для этого в параметрических уравнениях, описыва-
ющих поверхность квазивращения:

 x r x

y r y

z r

l

l

= +( ) +

= +( ) +
=

cos cos

cos sin

sin ,

β θ

β θ
β

1

1

 

параметр β нужно приравнять к π. Запишем параме-
трические уравнения образов кривых в соответствии 
«квазисимметрия» относительно эллипса: 

 x r x

y r y

z o

l

l

= +
= +
=

å

å

2

2

cos

sin

.

θ
θ

 

(17)

Рис. 5. Образ (a′, a″) окружности а в соответствии «квазисимметрия» 
относительно круговой оси ic 
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График конхоиды Дюрера представлен на рис. 9.
Различия в уравнениях (19) и (17), а также разли-

чия в конструктивных схемах построения конхоиды 
Дюрера и квазисимметрии прямой относительно 
эллипса говорят о том, что эти кривые имеют толь-
ко визуальное сходство, но не являются одной и той 
же алгебраической кривой. Упомянутые непреодо-
лимые различия состоят в том, что коэффициент m 
из (19) является константой, а аналогичный ему 
коэффициент 2r из (17) является функцией от одно-
го из параметров. Существует такая кривая, что при 
её квазивращении величина r будет постоянной, 
однако в параметрическом уравнении для ординаты 
её образа будет присутствовать слагаемое, равное 
переменному значению ординаты прообраза. Такого 
слагаемого в уравнениях (19) нет. Отметим также, 
что конхоида Никомеда не является частным случа-
ем конхоиды Дюрера, но является частным случаем 
квазисимметрии прямой относительно эллипса при 
а = b.

Рассмотрим конструктивное построение иссле-
дуемых кривых линий (рис. 9). На рис. 10 изображе-
но построение квазисимметрии точки А относитель-
но эллиптической оси i

e
, а также схема развёртывания 

ломаной АS′F2А″ на числовую ось. Развёртка ломаной 
АS′F2А″ представлена на рис. 11. При создании ал-
горитма соответствия «квазисимметрия» были вы-
явлены следующие соотношения для определения 
положения точек-образов A F S′ ∈ ′1 2 1 ,  A F S′′ ∈ ′′1 2 1 :  

 

A S AS A S AS′ ′ = ′ ′′ ′′ = ′′1 1 1 1 1 1, .

В уравнениях (17) значения величин r, θ, x
l
, y

l
, 

при заданных параметрах кривой-прообраза и оси, 
являются функциями от одного параметра, который 
определяет точку, принадлежащую прообразу. При 
построении квазисимметрии образующей кривой 
относительно эллипса указанные величины, соглас-
но формулам приведённым в статье [23], являются 
функциями от параметра t.

 x x t y y t r r t tl l= ( ) = ( ) = ( ) = ( ), , , .θ θ  (18) 

Также в статье [23] раскрыт геометрический смысл 
величин (18). На рис. 8 представлены графики кри-
вых, полученных с использованием квазисимметрии 
прямой линии l относительно эллиптической оси i

e
. 

Размеры большой и малой полуосей эллипса i
e
 были 

приняты соответственно a = 5, b = 4. Центр эллипса 
i

e
 совпадает с началом координат. Прямая l на рис. 

8, а, б, в располагается параллельно малой полуоси 
эллипса ie. На рис. 8, г, д, е прямая l параллельна 
большой полуоси эллипса i

e
. На рис. 8, ж, з, и прямая 

l располагается под углом π/4 к большой полуоси 
эллипса i

e
. 

Визуально кривые изображённые, на рис. 8, г, д, 
е, похожи на конхоиду Дюрера, параметрические 
уравнение которой имеют вид:

 
x

n t

t t
m t

y m t

=
−

+

=







cos

cos sin
cos

sin .

  
(19)

 Рис. 7. Прообразы кривой линии а в соответствии «квазисимметрия» относительно окружности ic: а, б) прообраз — окружность; в, г) прообраз эллипс
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.׀׀׀A S1׀ = ׀׀׀S1 ׀׀A1׀ ,׀׀A S1׀ = ׀ ׀S1 ׀A1׀

Рис. 9. Конхоида Дюрера при n = 1,5 и m = 10

Согласно свойствам эллипса, для любой А спра-
ведливым будет выражение:

 S F F S S S a′ + ′′ + ′ ′′ =1 2 2 1 1 1 4 ,  

Учитывая при этом, что A S A S S S′′ ′′ − ′ ′ = ′ ′′1 1 1 1 1 1 ,  
получим выражение, справедливое для любой точки А 
при её квазисимметрии относительно эллипса:

 A A A A a′′ − ′ =1 1 4 .

Отметим, что при равенстве полуосей эллипса 
ломанная АS′F2А″ становится прямой, а кривые, 
получаемые с использованием квазисимметрии пря-
мой линии, становятся конхоидой Никомеда.

Анализируя вид кривых, показанных на рис. 8, 
можно сделать предположение о том, что они стре-
мятся к прямым асимптотам. Проверим наличие 
этого свойства аналитически. Для этого найдём пре-
дел функции y = y(t) при x → ∞ и при x → –∞.  

Рис. 8. Различные алгебраические кривые, полученные как образы прямой а в соответствии «квазисимметрии» относительно эллиптической оси ie 

Рис. 10. Схема получения развёртки ломаной АS′F2А″

 
Рис. 11. Развёртка ломаной АS′F2А″ на числовой оси
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В качестве примера используем кривую, изображён-
ную на рис. 8, д, для которой y

l
 = 2, x = t. Расчёт 

значения предела был выполнен с помощью системы 
компьютерной алгебры для ветви l′: 

  
lim , , lim .
t t

y t y t
→∞ →−∞

( ) = − ( ) = −0 5 8

 

Рис. 12. Образ (l′, l″) прямой линии l (y = 2) в соответствии 
«квазисимметрия» относительно эллипса ie по фокусу F1 

В остальных случаях коэффициенты уравнения 
асимптот вида:

 y = kt + b

определяются по формулам, известным из работы 
[15]:

 
k

y t

x t
b y t kx t

t t
=

( )
( ) = ( ) − ( )( )

→∞ →∞
lim , lim .

Отметим, что угловой коэффициент уравнения 
асимптоты зависит только от углового коэффициен-
та уравнения прямой-прообраза и параметров эл-
липтической оси. Сами асимптоты пересекаются в 
точке, симметричной относительно малой полуоси 
эллипса точке пересечения прообраза с продолже-
нием большой полуоси.

В работе [16] описывается косая конхоида, пара-
метрические уравнения которой имеют вид: 

 x a y l

y l

= − +( )
= − +( )

cot cos

sin .

ω γ

ω γ

  
(20)

Утверждение 3: образ прямой параллельной боль-
шой полуоси эллипса при её квазисимметрии отно-
сительно данного эллипса есть две симметричных 
относительно малой полуоси эллипса косых конхо-
иды. Докажем это.

На рис. 13 показана конструктивная схема моде-
лирования косой конхоиды, приведённая в работе 
[16], для ω = π/4. На первый взгляд, форма этой 
кривой похожа на форму кривой, приведённой на 
рис. 12. Однако конструктивная схема моделирова-
ния образа прямой при её квазисимметрии относи-

тельно эллипса не имеет ни чего общего со схемой, 
представленной на рис. 13. 

 
Рис. 13 Косая конхоида и конструктивная схема её моделирования

Обосновать идентичность косой конхоиды с по-
люсом C, базисом OX и образа прямой (y

l
 = const,  

x
l
 = t) при её квазисимметрии относительно эллипса 

можно доказав идентичность параметрических урав-
нений (17) и (20). Для этого выявим достаточные 
соответствия между ними. При замене направления 
оси ординат на рис. 13 знак перед переменной l (20) 
сменится на плюс, а график кривой отразится зер-
кально от оси абсцисс. Значение угла θ (17) являет-
ся линейной функцией от параметра t (x

l
 = t), так же, 

как значение угла (ω + γ) из (20). Слагаемое (acotγ) 
из (20) очевидно и есть абсцисса точки К, т.е. в точ-
ности равняется слагаемому х

l
 = t из (17). Отсутствие 

в каком-либо виде в (20) слагаемого y
l
 = const из (17) 

объясняется смещением графика кривой по оси ор-
динат, что является очевидным при сравнении гра-
фиков на рис. 12 и 13. Таким образом, уравнения (17) 
при выбранных условиях (y

l
 = const) идентичны урав-

нениям (20). Знак (å) перед выражением абсциссы 
(17) определит наличие симметричных относитель-
но оси OY двух косых конхоид.

Учитывая, что в общем случае y
l
 = f (t), можно 

сделать вывод, что косая конхоида, описанная в 
работе [16], является частным случаем кривой, ко-
торая моделируется квазисимметрией прямой отно-
сительно эллипса. Однако с помощью конструктив-
ной схемы, показанной на рис. 13, невозможно по-
лучить кривые, приведённые на рис. 8, а, б, в, ж, з, 
и. Следовательно, квазисимметрия является более 
общим аппаратом, чем аппарат построения косой 
конхоиды, приведённый в [16].

4. Заключение

В статье рассмотрен способ построения алгебра-
ических кривых на плоскости, основанный на соот-
ветствии «квазисимметрия». Данный способ позво-
ляет моделировать известные кривые, такие как, 
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конхоиды прямой и окружности, косую конхоиду 
прямой, а также другие плоские кривые четвёртого 
и более высоких порядков. Полученные результаты 
подтверждают общность конструктивного описания 
планиметрического формообразования плоских кри-
вых высоких порядков. Описанный способ позволя-

ет геометрически моделировать плоские кривые и 
использовать конструктивные геометрические ме-
тоды исследования их свойств. Соответствие «ква-
зисимметрия» для различных конхоидальных кривых 
является общим способом формообразования, рас-
крывающим их уникальные свойства.
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