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Геометрические образы 
нанокластеров по 
октаэдрической линии  

Аннотация. Интерес к физике кластеров повысился на 
гране второй половины XX в., при этом появилось само сло-
во «кластер» (англ. cluster «скопление, кисть, рой»). В послед-
нее время понятие «кластер» становится актуальной в связи 
с тенденцией развития наноматериалов. Такие наноматериа-
лы, полученные с помощью нетрадиционных механизмов 
роста, чрезвычайно интересны в области электроники, фото-
ники и представляют большой интерес для катализа. Строение 
и свойства нанообъектов, а также технологии их применения 
и модификации определяются составом, строением, комплек-
сом физических (в том числе квантово-механических) свойств, 
химических свойств и закономерностей. В статье с помощью 
средств компьютерной графики рассмотрена визуализация и 
представлены наглядные геометрические образы нанокласте-
ров, позволяющие избежать примитивно-геометрического 
представления о нанообъектах у студентов и служащие моти-
вацией к изучению других естественнонаучных предметов. 
Применены знания и умения, закладываемые студентам в 
курсе инженерная и компьютерная графика, к исследованиям 
закономерностей протекания процессов в наномире на при-
мере принципов построения геометрических моделей нано-
кластеров по октаэдрической линии с помощью 3D-моделирования. 
Рассмотрены особенности морфологии нанообъектов, предо-
пределяющие актуальность модернизации подготовки студен-
тов в применении взаимосвязанных навыков таких дисциплин 
как «Наноматериаловедение», «Нанотехнология», «Инженерная 
и компьютерная графика». Содержание статьи предназначено 
специалистам, работающим в областях нанотехнологии и 
может быть полезно аспирантам и студентам, обучающимся 
по направлениям «Электроника и микроэлектроника» и 
«Нанотехнология», а также для студентов технологических 
специальностей горно-геологического и архитектурно-стро-
ительного профиля.

Ключевые слова: трехмерное моделирование, 3ds Max, 
геометрические модели нанокластеров, октаэдрические кла-
стеры.
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Modeling of Octahedral Clusters from 
Structural Units

Abstract. Interest in cluster physics increased at the edge of the 
second half of the 20th century, while the word «cluster» itself 
appeared (Eng. cluster «cluster, brush, swarm». Recently, the con-
cept of «cluster» has become relevant due to the trend in the de-
velopment of nanomaterials. Such nanomaterials obtained using 
unconventional growth mechanisms are extremely interesting in 
the field of electronics, photonics and are of great interest for ca-
talysis. The structure and properties of nanoobjects, as well as the 
technologies of their application and modification are determined 
by the composition, structure, complex of physical (including 
quantum mechanical) properties, chemical properties and patterns. 
In the article, using computer graphics, visualization is considered 
and visual geometric images of nanoclusters are presented, which 
allow students to avoid a primitive geometric representation of 
nanoobjects and serve as motivation to study other natural science 
subjects. The knowledge and skills laid down by students in the 
course of engineering and computer graphics are applied to the 
study of the laws of the processes in the nanowire by the example 
of the principles of constructing geometric models of nanoclusters 
along an octahedral line using 3D modeling. The features of the 
morphology of nanoobjects that determine the relevance of the 
modernization of students' training in the application of interre-
lated skills of such disciplines as «Nanomaterial Science», 
«Nanotechnology», «Engineering and computer graphics» are 
considered. The content of the article is intended for specialists 
working in the fields of nanotechnology and can be useful for 
graduate students and students studying in the fields of «Electronics 
and microelectronics» and «Nanotechnology», as well as for students 
of technological specialties of mining and geological and architec-
tural and construction profile.

Keywords: three-dimensional modeling, 3Ds Max, geometric 
models of nanoclusters, octahedral clusters.
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Введение

Современное наноматериаловедение претерпева-
ет большие изменения, появляется совершенно но-
вый подход, заключающийся в нетрадиционных 
механизмах роста (за счет кластерного соединения 
[8; 9; 19]). Методы нетрадиционной кристаллизации 
изучают процессы, над которыми не довлеет свойство 
того, что должны существовать только оси симметрии 
1, 2, 3, 4, 6-го порядков и так как рассматривается 
не бесконечно твёрдое тело, то могут существовать 
и оси 5-го порядка и т.д., поэтому рассматриваются 
энергетические формы, выгодные с учетом различных 
осей. Если раньше рассматривались вопросы, свя-
занные с разрастанием атомов, то теперь больше и 
больше рассматривается возможность привлечения 
механизмов сращивания и получения мезокристаллов.

Интерес к физике кластеров повысился на гране 
второй половины XX в., при этом появилось само 
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образом: к октаэдру применяли модификатор «Edit 
Poly» («Редактировать как многоугольник»), активи-
ровали уровень «Edge» («Ребро») и выделяли все 
ребра объекта. На панели «Edges» («Ребра») в поле 
«Number of Vertices» («Количество вершин») вводили 
значение «5» и выполняли команду «Insert Vertices» 
(«Добавить вершины»). Все новые вершины, обра-
зующие основания малых пирамид, объединяли меж-
ду собой с помощью команды «Connect» («Соединить»), 
а оставшиеся вершины пирамид удаляли с помощью 
команды «Remove» («Устранить»).

В табл. 1 представлены результаты расчетов чис-
ла структурных единиц (атомов, молекул) в исходных 
геометрических моделях октаэдрических кластеров 
и в геометрических моделях при «скруглении» ок-
таэдра, т.е. при отсечении от его вершин маленьких 
квадратных пирамид, содержащих структурные еди-
ницы на ребре.

Таблица 1

Результаты расчетов числа структурных единиц (атомов, 
молекул) в исходных геометрических моделях октаэдрических 

кластеров и в геометрических моделях при «скруглении» 
октаэдра, т.е. при отсечении от его вершин маленьких квадратных 

пирамид, содержащих структурные единицы на ребре

 Nl
ок

  при значениях p

0 1 2 3 4 5 6

1 1

2 6 0

3 19 13

4 44 38 14

5 85 79 55

6 146 140 116 62

7 231 201 147

8 344 314 260 164

9 489 405 309

10 670 586 490 340

11 891 807 711 561

12 1156 976 826 610

13 1469 1289 1139 923

Октаэдрические числа получаются прямым под-
счетом, если учитывать, что октаэдр с l структурны-
ми единицами на ребре состоит из двух квадратных 
пирамид с (l – 1) структурными единицами на ребре, 
содержащих каждая Nl −1

п  структурных единиц, и 
квадрата с l2 структурными единицами между ними.

	
N i l l ll

i

l

−
=

−

= −( ) = −( )⋅ ⋅ −( ) ∑1

2

1

1

1
1

6
1 2 1п .

слово «кластер» (англ. cluster «скопление, кисть, 
рой») [22–24; 33; 41]. В последнее время понятие 
«кластер» [11; 12; 17; 18] становится актуальной в 
связи с тенденцией развития наноматериалов [21; 
31; 32; 34–36; 38–40].

Такие наноматериалы [1; 25–30; 37], полученные 
с помощью нетрадиционных механизмов роста чрез-
вычайно интересны [12; 22–24; 33; 41] в области 
электроники, фотоники и представляют большой 
интерес для катализа. 

Нужно отметить, что строение и свойства нано-
объектов, а также технологии их применения и мо-
дификации определяются составом, строением, ком-
плексом физических (в том числе квантово-механи-
ческих), химических свойств и закономерностей.

В настоящей работе применены средства [2; 4] 
компьютерной графики [3; 5; 6; 13–15; 20] для ви-
зуализации и наглядного представления геометри-
ческих [10; 16] образов нанокластеров, позволяющие 
избежать примитивно-геометрического представле-
ния о нанообъектах у студентов и служащие моти-
вацией к изучению других естественнонаучных пред-
метов.

Целью настоящей работы являлось наглядное 
рассмотрение построения геометрических моделей 
структуры нанокластеров по октаэдрической линии 
с применением трехмерного моделирования.

Построение геометрических моделей кластеров 
по октаэдрической линии

Процесс моделирования в 3ds Max условно раз-
бивали на следующие этапы: настройка единиц из-
мерения, построение правильного октаэдра и октаэдр 
с отсечением от всех его шести вершин маленьких 
квадратных пирамид.

Единицы измерения настраивали следующим 
образом: в диалоговом окне «Units Setup» (Настройка 
единиц измерения) в разделе «Display Unit Scale» 
(«Отображаемые единицы измерения») отмечали 
вариант Metric («Метрические») из соответствующе-
го выпадающего списка и выбирали Millimeters 
(«Миллиметры»), далее в диалоговом окне «System 
Unit Setup» («Настройка системной единицы изме-
рения») задавали: 1 Unit = 1,0 Millimeters.

Моделирование октаэдра в 3ds Max проводили из 
примитива «Hedra» («Многогранник») из «Extended 
Primitives» («Расширенных примитивов»). Во вклад-
ке «Modify» («Редактирование») устанавливали сле-
дующие параметры в области «Family» (Семейство): 
Cube/Octa (Куб/Октаэдр) и в области «Family Parameters» 
(Параметры семейства): «P» — 1,0; «Q» — 0,0; «Radius».

Октаэдр с отсечением от всех его шести вершин 
маленьких квадратных пирамид получали следующим 
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По результатам компьютерного моделирования 
выявлено, что в геометрической модели девятнад-
цатиатомного октаэдрического кластера 18 струк-
турных единиц находятся на гранях, а 1 структурная 
единица — в центре октаэдра на пересечении 3 рав-
ных его диагоналей (в октаэдре все диагонали равны 
между собой и попарно перпендикулярно пересека-
ются в центре).

Если «скруглять» октаэдр (табл. 1), отсекая от 
шести его вершин квадратные пирамиды с p струк-
турными единицами на ребре p l≤ [ ]( )2 ,  то общая 
формула «магических чисел» [7] для подобных кон-
фигураций будет иметь вид:

	 N p N Nl l p
ок ок п( ) = − 6 .

	 p l l p

N p p p p p pp

= − ⇒ = +

= ⋅ +( )⋅ + −( )  = ⋅ +( )⋅ +( ) 

1 1

1

6
1 2 2 1

1

6
1 2 1

п

NN p N N
l l

p p pl l p
ок ок п( ) = − =

+( )
− ⋅ +( )⋅ +( ) 6

2 1

3
1 2 1

2

.

Например:

N pl= =( ) =
⋅ +( )

− ⋅ +( )⋅ ⋅ +( )  =
= − =

3

2

1
3 2 3 1

3
1 1 1 2 1 1

19 6 13

>:

.

На рис. 5 приведено изображение геометрической 
модели тринадцатиатомного N pl= =( ) =( )3

1 13
>:  окта- 

эдрического кластера с числом структурных единиц 
на ребре октаэдра l = 3 с отсечением от всех шести 
вершин маленьких квадратных пирамид, содержащих 
p = 1 атом на ребре).

 

Рис. 5. Изображение геометрической модели тринадцатиатомного 
октаэдрического кластера 

На рис. 6 и 7 представлены изображение геоме-
трической модели сорокачетырехатомного 
N pl= =( ) =( )4

0 44
>:  октаэдрического кластера с числом 

структурных единиц на ребре октаэдра l = 4 (без 
отсечения при p = 0) и схематичное изображение 
расположения структурных единиц в геометрической 
модели сорокачетырехатомного кластера.

Поэтому октаэдрическое число вычисляется по 
формуле:

N N l
l l l l l

N
l l

l l l
ок п ок= + =

− − + +( )
=

+( )
−2

2 2 1

3

2 1

31
2

2 2

; ;
   

при p = 0.

На рис. 1–4 представлены изображения геоме-
трических моделей шестиатомного и девятнадцати-
атомного октаэдрических кластеров с числом струк-
турных единиц на ребре октаэдра l = 2 N pl = =( ) =( )2 0 6>:  
и l = 3 N pl= =( ) =( )3

0 19
>:  (без отсечения при p = 0), 

соответственно, а также схематичные изображения 
расположения структурных единиц в этих геометри-
ческих моделях кластеров.

 	  

 	  

Рис. 1. Изображение геометрической 
модели шестиатомного 

октаэдрического кластера с числом 
структурных единиц на ребре 
октаэдра l = 2 (без отсечения 

при p = 0)

Рис. 2. Схематичное изображение 
расположения структурных единиц 

в геометрической модели 
шестиатомного кластера, 
изображенной на рис. 1

Рис. 3. Изображение 
геометрической модели 
девятнадцатиатомного 

октаэдрического кластера с числом 
структурных единиц на ребре 
октаэдра l = 3 (без отсечения 

при p = 0)

Рис. 4. Схематичное изображение 
расположения структурных единиц 

в геометрической модели 
девятнадцатиатомного 

октаэдрического кластера, 
изображенной на рис. 3

GEOMETRY & GRAPHICS (2023). Vol. 11. Iss. 2. 18–26
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стера на 3 его диагоналях (в центре нет структурной 
единицы).

На рис. 10 приведено изображение геометрической 
модели тридцативосьмиатомного N pl= =( ) =( )4

1 38
>:  

октаэдрического кластера с числом структурных 
единиц на ребре октаэдра l = 4 с отсечением от всех 
шести вершин маленьких квадратных пирамид, со-
держащих p = 1 атом на ребре).

 
Рис. 10. Изображение геометрической модели тридцативосьмиатомного 

октаэдрического кластера с числом структурных единиц на ребре
 октаэдра l = 4 (с отсечением при p = 1)

На рис. 11 приведено изображение геометрической 
модели четырнадцатиатомного N pl= =( ) =( )4

2 14
>:  ок-

таэдрического кластера с числом структурных единиц 
на ребре октаэдра l = 4 с отсечением от всех шести 
вершин маленьких квадратных пирамид, содержащих 
p = 2 атома на ребре), а на рис. 12 — схематичное 
изображение расположения структурных единиц в 
четырнадцатиатомном кластере.

 
 	

 

 
	  

На рис. 8 изображен разрез геометрической моде-
ли сорокачетырехатомного октаэдрического кластера, 
изображенной на рис. 6, по плоскости симметрии (вид 
снизу), а на рис. 9 — ортогональная проекция геоме-
трической модели сорокачетырехатомного октаэдри-
ческого кластера, центрированная гранью.

 	  
	

Установлено, что так как согласно геометрической 
модели 4 структурные единицы находятся на ребре 
сорокачетырехатомного октаэдрического кластера, 
то на его 12 ребрах расположено 30 структурных 
единиц. В центре каждой грани 1 структурная еди-
ница, т.е. 8 структурных единиц на 8 гранях октаэдра. 
И на каждой диагонали сорокачетырехатомного ок-
таэдрического кластера расположены 2 структурные 
единицы, поэтому по результатам 3D-моделирования 
показано, что 6 структурных единиц находится вну-
три сорокачетырехатомного октаэдрического кла-

Рис. 6. Изображение геометрической 
модели сорокачетырехатомного 

октаэдрического кластера с числом 
структурных единиц на ребре 
октаэдра l = 4 (без отсечения 

при p = 0)

Рис. 7. Схематичное изображение 
расположения структурных единиц 

в геометрической модели 
сорокачетырехатомного 

октаэдрического кластера, 
изображенной на рис. 6

Рис. 8. Разрез геометрической 
модели сорокачетырехатомного 

октаэдрического кластера, 
изображенной на рис. 6, 

по плоскости симметрии (вид снизу)

Рис. 9. Ортогональная проекция 
геометрической модели 
сорокачетырехатомного 

октаэдрического кластера 
(изображенной на рис. 6) 

Рис. 11. Изображение геометриче-
ской модели четырнадцатиатомного 
октаэдрического кластера с числом 

структурных единиц на ребре 
октаэдра l = 4 (с отсечением при p = 2)

Рис. 12. Схематичное изображение 
расположения структурных единиц 
в геометрической модели четыр-

надцатиатомного октаэдрического 
кластера, изображенной на рис. 11

GEOMETRY & GRAPHICS (2023). Vol. 11. Iss. 2. 18–26
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На рис. 13 представлено изображение геометри-
ческой модели восьмидесятипятиатомного 
N pl= =( ) =( )5

0 85
>:  октаэдрического кластера с числом 

структурных единиц на ребре октаэдра l = 5 (без 
отсечения при p = 0).

 	  
Рис. 13. Изображение геометрической модели восьмидесятипятиатомного 

октаэдрического кластера с числом структурных единиц на ребре 
октаэдра l = 5 (без отсечения при p = 0)

Так как согласно геометрической модели 5 струк-
турных единиц находятся на ребре восьмидесятипя-
тиатомного октаэдрического кластера, то на его  
12 ребрах расположены 42 структурные единицы.  
В центре каждой грани 3 структурные единицы, т.е. 
24 структурные единицы на 8 гранях восьмидеся-
типятиатомного октаэдра. По результатам 3D-моде-
лирования выявлено, что внутри восьмидесятипя-
тиатомного октаэдрического кластера с числом 
структурных единиц на ребре октаэдра l = 5 нахо-
дится малый октаэдр с 19 структурными единицами 
(рис. 14). Таким образом результат суммирования 42, 
24 и 19 структурных единиц — 85. 

 
Рис. 14. Наглядное изображение внутреннего малого октаэдра 

в геометрической модели восьмидесятипятиатомного октаэдрического 
кластера, изображенной на рис. 13

По результатам моделирования установлено, что 
количество структурных единиц внутри геометрической 
модели октаэдрического кластера (L

l
) с числом струк-

турных единиц на ребре октаэдра l = 3, l = 4, l = 5 
равно, соответственно, L

l=3
 = 1, L

l=4
 = 6, L

l=5
 = 19. 

Поэтому если N N l
l l

pl l
>: ?= + =

+( )
=−2

2 1

3
0

1

2

2

при ,  

то L N
l l

p ll l= =
−( ) −( ) +( )
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2
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3
0 3

>: при и .Та-

ким образом, зависимость числа структурных единиц 
внутри геометрической модели октаэдрического 
кластера L

l
 от числа структурных единиц на ребре 

октаэдра l без отсечения представляет собой куби-
ческую функцию L l l l ll ( ) = − + −0 6667 4 8 3333 6

3 2
, ,  при 

p = 0 и l ≥ 3, которая задается многочленом третьей 
степени (рис. 15).

 

Рис. 15. Зависимость числа структурных единиц внутри 
октаэдрического кластера Ll от числа структурных единиц на ребре 

октаэдра l без отсечения

В табл. 2 представлены результаты моделирования 
и зависимость числа структурных единиц внутри 
октаэдрического кластера L

l
 от числа структурных 

единиц на ребре октаэдра l без отсечения и от числа 
структурных единиц в октаэдрическом кластере.

Таблица 2

Зависимость числа структурных единиц внутри октаэдрического 
кластера от числа структурных единиц на ребре октаэдра без 
отсечения и от числа структурных единиц в октаэдрическом 

кластере

l L
l

1 1

2 6

3 19 1

4 44 6

5 85 19

6 146 44

7 231 85

8 344 146

9 489 231

10 670 344

11 891 489

12 1156 670

13 1469 891

Выявлено, что зависимость числа структурных 
единиц на ребре октаэдра от числа структурных еди-
ниц внутри октаэдрического кластера без отсечения 

N pl
ок =( )0
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ния о нанообъектах у студентов и служащие моти-
вацией к изучению других естественнонаучных пред-
метов. 

Данные исследования закономерностей протекания 
процессов в наномире на примере принципов постро-
ения геометрических моделей структуры кластеров 
могут быть использованы для формирования межпред-
метных связей при изучении дисциплин «Нанома-
териаловедение», «Нанотехнология», «Начертательная 
геометрия, инженерная и компьютерная графика» и 
для развития у студентов пространственного пред-
ставления и геометрического мышления.

представляет собой кубическую функцию, которая 
задается многочленом третьей степени. Предложена 
формула расчета числа структурных единиц внутри 
октаэдрического кластера.

Заключение

В работе применены средства компьютерной гра-
фики [3; 5; 13–15; 20] для визуализации и наглядно-
го представления геометрических образов нанокла-
стеров по октаэдрической линии, позволяющие 
избежать примитивно-геометрического представле-
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