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Исследование трехмерного 
отражения от криволинейных 
зеркал с применением 
инструментов компьютерной 
алгебры  

Аннотация. Данная статья является продолжением иссле-
дования процесса отражения различных объектов от криво-
линейных зеркал. Так, ранее в работах был описан геометри-
ческий способ построения результатов отражений, который 
был реализован математически в статье при помощи прин-
ципов аналитической геометрии. Полученные аналитические 
уравнения образов были визуализированы в программе Wolfram 
Mathematica с возможностью динамически изменять параме-
тры зеркала и отражаемого объекта. Однако в перечисленных 
работах были рассмотрены лишь случаи отражения на пло-
скости. В данном же исследовании уделяется внимание более 
сложному случаю — отражению в трехмерном пространстве.

В статье было рассмотрено отражение точки от поверхностей 
второго порядка: цилиндра, конуса, однополостного и двуполост-
ного гиперболоидов, сферы, эллиптического и гиперболическо-
го параболоидов, и от тора — поверхности четвертого порядка. 
Как и раньше, результат отражения, полученный в каждом из 
случаев, сопровождается программным кодом для Wolfram Mathe-
matica, позволяющим читателю самостоятельно моделировать 
процесс отражения при различных исходных параметрах. 

Кроме того, были проанализированы связи между полу-
ченными результатами — как связи между образами различных 
трехмерными отражений, так и связи результатов трехмерных 
отражений с их плоскими аналогами. В частности, на основе 
этого была сформулирована гипотеза о связи кривизны Гаусса 
зеркала и размерности объекта, получаемого в результате 
отражения.

По результатам работы были сделаны выводы и обозна-
чены перспективы для дальнейших исследований. Одной из 
них является получение аналитического механизма описания 
сложных геометрических поверхностей при помощи набора 
более простых объектов. Данная возможность позволит по-
высить эффективность деятельности специалистов при рабо-
те с отражениями от сложных поверхностей в таких сферах, 
как авиастроение (для создания аэродинамических поверх-
ностей и воздуховодов), медицина, судостроение и т.п.

Ключевые слова: агеометрия отражения, отражение в трех-
мерном пространстве, криволинейные зеркала, параметриче-
ские уравнения кривых, Wolfram Mathematica, кривизна Гаусса.
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Investigation of Three-Dimensional Reflections 
from Curved Mirrors Using Computer Algebra 
Tools

Abstract. This article is a continuation of the study of the pro-
cess of reflection of various objects from curved mirrors. So, ear-
lier in the works [18; 20], a geometric method of constructing the 
results of reflections was described, which was implemented math-
ematically in the article [38] using the principles of analytical ge-
ometry [6; 11–14; 30]. The obtained analytical equations of the 
reflection results were visualized in the Wolfram Mathematica [24] 
program with the ability to dynamically change the parameters of 
the mirror and the reflected object. However, in the listed works, 
only cases of reflection on the plane were considered. In this study, 
attention is paid to a more complex case — reflection in three-di-
mensional space.

The article considered the reflection of a point from surfaces 
of the second order: a cylinder, a cone, a single-cavity and dou-
ble-cavity hyperboloids, a sphere, elliptical and hyperbolic parab-
oloids, and from a torus — a surface of the fourth order. As before, 
the reflection result obtained in each of the cases is accompanied 
by a program code for Wolfram Mathematica, which allows the 
reader to independently simulate the reflection process with dif-
ferent initial parameters. 

In addition, the relationships between the results obtained were 
analyzed — both the relationships between the results of various 
three-dimensional reflections, and the relationship of the results 
of three-dimensional reflections with the results of similar plane 
reflections. In particular, on the basis of this, a hypothesis was 
formulated about the relationship between the curvature of the 
Gaussian mirror and the dimension of the object obtained as a 
result of reflection.

Based on the results of the work, conclusions were drawn and 
prospects for further research were outlined. One of them is to 
obtain an analytical mechanism for describing complex geometric 
surfaces using a set of simpler objects. This feature will increase the 
efficiency of specialists when working with reflections from complex 
surfaces in areas such as aircraft construction (for creating aero-
dynamic surfaces and air ducts), medicine [40], shipbuilding [7; 
31; 42], etc.

Keywords: reflection geometry, reflection in three-dimension-
al space, curved mirrors, parametric equations of curves, Wolfram 
Mathematica, the Gaussian curvature.
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деленный процесс, связывающий эти два объекта. 
Так, одним из классических примеров подобного 
рода задач является нахождение координат точки 
пересечения прямой и плоскости, когда и прямая, и 
плоскость описаны математическими уравнениями 
[11; 28]. Несмотря на простоту этого примера, в на-
стоящей работе при решении более сложных задач 
к нему приходится регулярно обращаться.

Подкрепление выводов осуществляется при по-
мощи визуального сравнения двумерных и трехмер-
ных графиков – т.е. графический метод применяет-
ся в качестве вспомогательного.

Базовые случаи отражения
В данной работе под словом «отражение» пони-

мается процесс, результатом которого является образ 
некоторого объекта. Образ при этом – геометрическое 
место точек, симметричных точкам отражаемого 
объекта (прообраза) относительно касательных пря-
мых (в случае отражения на плоскости от плоских 
кривых, т.е. в случае «плоского отражения») или 
касательных плоскостей (в случае отражения в трех-
мерном пространстве от поверхностей, т.е. в случае 
«трехмерного отражения») в каждой из точек зеркала.

Прежде чем рассматривать отражение точки от 
поверхностей второго и более порядков, необходимо 
обратиться к случаю, к которому сводятся все осталь-
ные – отражение точки от плоскости. Чтобы понять 
его принцип, удобно вернуться к аналогичному слу-
чаю на плоскости – отражению точки от прямой, 
рассмотренному в предыдущей работе [38]. Гео-
метрическое построение процесса отражения точки 
от прямой показано на рис. 1.

На рис. 1 показаны: A – отражаемый объект, про-
образ (точка), a — зеркало (прямая), B – точка па-
дения луча на зеркале и A* – результат отражения  
(в оптической физике для обозначения такого объ-
екта применяют термин «мнимое изображение» [17; 

Введение
Геометрические построения находят своё приме-

нение во многих областях прикладных наук. К при-
меру, схемы распространения световых лучей ис-
пользуют в оптической физике для моделирования 
оптических систем, приборов и явлений [3; 21; 44; 
46]. В современной науке также актуально примене-
ние численных методов решения прикладных задач, 
в основе алгоритмов которых лежат геометрические 
правила трассировки лучей света [34; 35; 41; 43; 45]. 
Также много работ посвящены математическому 
моделированию задач геометрической акустики име-
ющих большое значение при проектировании зданий 
«акустической» направленности, например, концерт-
ных залов, театров и т.п. [8; 33; 36]

Представленная работа актуальна обратным под-
ходом – использованием физического явления – 
отражения света от криволинейных зеркал для раз-
вития теории геометрических построений. Предложенная 
в работе модель отражения позволяет создавать и 
исследовать новые кривые и поверхности, а также 
устанавливает новое правило формообразования.

Задачи исследования:
•	 математически точное получение образа точки 

при ее отражении от различных поверхностей;
•	 установление взаимосвязей между образами, по-

лученными отражением точки от некоторых ква-
дрик – плоскости, цилиндра, конуса, однополост-
ного и двуполостного гиперболоидов;

•	 оценка образов, полученных отражением точки 
от прочих квадрик.
В работе используются аналитические методы 

исследования для получения более точных резуль-
татов, по сравнению с численными методами.  
В частности, используется метод аналитической ге-
ометрии, так как он является стандартным при ре-
шении задач, в которых два объекта описаны анали-
тически и необходимо аналитически описать опре-

 а)                                                                                                      б)

Рис. 1. Отражение точки от прямой на плоскости (а – точка падения B принадлежит перпендикуляру, б – точка падения B 
не принадлежит перпендикуляру) [38]
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лен на рис. 3. Положение отражаемой точки для 
наглядности показано при помощи сферы малого 
радиуса.

 
Рис. 3. Отражение точки от цилиндрической поверхности 

Программный код для самостоятельного постро-
ения данного образа в Wolfram Mathematica приведен 
в приложении 1.

В данном случае была рассмотрена эллиптическая 
цилиндрическая поверхность. Как видно на рис. 3, 
результат отражения – одномерный объект (кривая). 
При этом заметно его сходство с кривой, которая 
была получена при отражении точки от окружности 
на плоскости в [38] (рис. 4).

 
Рис. 4. Отражение точки от окружности на плоскости [38]

18]; в геометрии же более распространено понятие 
«образ»). Способ построения данного отражения 
общеизвестен и описан в работах [18–20; 38].

Сравнение рис. 1, а и 1, б позволяет увидеть, что 
в случае отражения от прямой, образ не зависит от 
выбора точки падения луча на зеркале. При этом это 
же свойство характерно и для отражения точки от 
плоскости. Алгоритм построения отражения от пло-
скости также аналогичен случаю отражения от пря-
мой. Так, на рис. 2 показано, что для построения 
результата отражения точки от плоскости достаточ-
но провести нормаль к плоскости через отражаемую 
точку и симметрично отложить на ней расстояние, 
равное расстоянию от исходной точки до плоскости.

 
а)                                          б)

Рис. 2. Отражение точки от плоскости (а – общий вид, б – вид, 
на котором плоскость проецируется в прямую)

Как было обозначено выше, построение отраже-
ний любого объекта от любого зеркала на плоскости 
сводится к случаю отражения точки от прямой,  
а построение любого отражения в пространстве сво-
дится к случаю отражения точки от плоскости. Алгоритм 
данного сведения на плоскости был подробно описан 
в работе [38]. В случае отражения точки от поверх-
ностей алгоритм абсолютно аналогичен. Только в 
каждой из точек зеркала вместо касательных прямых 
строятся касательные плоскости, а через отражаемую 
точку проводятся не перпендикуляры, а нормали  
(к каждой из касательных плоскостей).

Отражение точки от цилиндрической 
поверхности

В первую очередь рассмотрим поверхность, наи-
более тесно связанную с плоскими зеркалами – ци-
линдрическую. Эта связь обусловлена тем, что она 
по своей природе является плоской кривой, вы-
давленной перпендикулярно своей плоскости на 
высоту цилиндра. Образ, полученный в результате 
применения алгоритма, описанного в [38] и адапти-
рованного для трехмерного пространства, представ-
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зеркала совпадают. Однако в случае цилиндрической 
поверхности это не так. Из-за того, что эта поверх-
ность имеет направление, в котором ее главная кри-
визна равна нулю [11; 13; 30], то одни и те же пло-
скости являются касательными к поверхности в 
различных точках. Иными словами, существует на-
правление, вдоль которого можно провести такую 
плоскость, которая будет касательной к поверхности 
во всех точках данного направления. У цилиндриче-
ской поверхности такое направление определяется 
ее образующими.

Так, из-за того, что вдоль образующих касательные 
плоскости для всех параллелей цилиндра совпадают, 
однозначное соответствие точек образа точкам зер-
кала исчезает. Иначе говоря, в данном случае каждая 
точка образа является результатом отражения исход-
ной точки от множества точек зеркала, а не от одной 
единственной. Таким образом, размерность образа 
уменьшается на единицу, и результатом отражения 
становится кривая, которая могла бы получиться при 
отражении исходной точки от одной лишь паралле-
ли цилиндра, лежащей в ее плоскости. 

Отражение точки от конической 
поверхности

Перейдем к чуть более сложной поверхности вто-
рого порядка – к конусу. Результат отражения точки 
от него показан на рис. 5.

 
Рис. 5. Отражение точки от конической поверхности (приложение 2)

Так же, как и в случае с цилиндром, отражение 
представляет собой одномерный объект — кривую, 
так как вдоль образующих конуса (в одном из двух 
главных направлений) кривизна (в данном случае 
она также является главной) поверхности нулевая. 
Однако, как видно на рис. 5, в данном случае полу-
ченная кривая не плоская, а пространственная. Такое 
усложнение характера кривой вызвано появлением 
наклона образующих к оси поверхности.

Для того чтобы убедиться в неслучайности заме-
ченного сходства, сравним параметрические урав-
нения, полученные в обоих случаях. Для удобства 
вместо эллиптического рассмотрим круговой цилиндр. 
Тогда параметрические уравнения, описывающие 
его, будут иметь вид: 

	 x x v a x v y v
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где x
0
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0
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0
 – координаты отражаемой точки в про-

странстве, a – радиус цилиндра, v – параметр, ме-
няющийся от 0 до 2π.

Параметрические уравнения, описывающие кри-
вую-образ, изображенную на рис. 4, были выведены 
в [38] и имеют вид:

	 x x v a x v y v

y y v a x v y v

= + ∗ − ∗ − ∗( )
= + ∗ − ∗ − ∗

0 0 0

0 0 0

2

2

cos cos sin

sin cos sin(( )
	

(2)

где x
0
, y

0
 – координаты отражаемой точки на пло-

скости, a – радиус окружности, v – параметр, меня-
ющийся от 0 до 2π.

Сравнение групп уравнений (1) и (2) позволяет 
понять, что проекция кривой, получающейся в ре-
зультате отражения точки от цилиндрической по-
верхности (рис. 3), на плоскость, перпендикулярную 
оси, описывается теми же уравнениями, что и ре-
зультат отражения точки от окружности на плоскости 
(рис. 4). При этом анализ третьего уравнения группы 
(1) позволяет понять, что полученная кривая при-
надлежит плоскости, проходящей через отражаемую 
точку и перпендикулярной оси цилиндра (в данном 
случае для удобства восприятия цилиндр задан таким 
образом, что его ось совпадает с осью OZ системы 
координат).

А теперь обоснуем полученные результаты другим 
путем – анализируя алгоритм геометрического по-
строения результата отражения в данном конкретном 
примере.

Итак, в общем случае сначала в произвольной 
точке зеркала-поверхности строится касательная 
плоскость. Далее процесс сводится к базовому отра-
жению исходной точки от данной плоскости. Точка, 
получаемая в результате этого отражения, является 
одной из точек искомого образа – результата отра-
жения исходной точки от цилиндрической поверх-
ности. В общем случае, при повторении данного 
алгоритма в результате получается образ-поверхность, 
каждая из точек которого соответствует одной опре-
деленной точке зеркала, т.е. размерности образа и 
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При анализе полученного отражения было выяв-
лено, что его проекция на плоскость, перпендикуляр-
ную оси конуса (рис. 6), имеет значительное сходство 
с улиткой Паскаля, полученной ранее при отражении 
точки от цилиндра и окружности (рис. 3, 4).

 	  	  
	

                    а)                                б)                            в)

                                    г)                       д)

Рис. 6. Проекции образа точки при ее отражении от конуса на гори-
зонтальную плоскость при различных положениях исходной точки 

(а-д – изменение проекции отражения при приближении точки к началу 
координат)

Чтобы проверить, что проекция действительно 
представляет собой улитку Паскаля, рассмотрим 
параметрические уравнения, которые ее описывают. 
Для наглядности снова рассмотрим случай, когда 
параметры a и b поверхности равны (конус является 
круговым). Тогда уравнения горизонтальной проек-
ции имеют вид:
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a x acz v c x v c y v

a c

y
a y acz v

=
+ − −

+

=
+ +

2
0 0

2
0

2
0

2 2

2
0 0

2 2 2

2

cos cos sin

sin cc y v c x v

a c

2
0

2
0

2 2

2 2cos sin−
+

,

	

(3) 

где x
0
, y

0
, z

0
 – координаты отражаемой точки в про-

странстве, a – радиус параллели конуса на высоте 
±c (см. рис. 7), v – параметр, меняющийся от 0 до 
2π.

Путем проведения несложных преобразований 
уравнения группы (3) можно привести к виду:

	 x x
c

a c
v

az

c
x v y v

y y
c

a c

= +
+

∗ ∗ − −





= +
+

∗

0
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2 2
0

0 0

0

2
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2

2

cos cos sin

siin cos sinv
az

c
x v y v∗ − −





0
0 0

,

	

(4) 

Сравним их с парой уравнений (2). Для удобства 
сравнения приведем их здесь снова:

	 x x v a x v y v

y y v a x v y v

= + ∗ − ∗ − ∗( )
= + ∗ − ∗ − ∗

0 0 0

0 0 0

2

2

cos cos sin

sin cos sin(( )
,	 (5) 

Как видно, уравнения в парах (4) и (5) отличают-
ся между собой лишь двумя коэффициентами, в 
которые параметр не входит. Следовательно, можно 
с уверенностью сказать, что проекция результата 
отражения точки от конуса на плоскость, перпенди-
кулярную его оси – это улитка Паскаля. Вдобавок 
точно таким же свойством обладает кривая пересе-
чения произвольных сферы и конуса. Поэтому мож-
но предположить, что уравнение результата отраже-
ния точки от конуса, полученное в рамках данной 
работы, позволит разработать алгоритм математиче-
ского описания не только проекции, но и самой 
кривой пересечения произвольной сферы и произ-
вольного конуса в дополнение к уже известным ана-
литическим методам получения уравнения линии 
пересечения двух поверхностей [6; 10].

Также интересно сравнить, как отличаются гори-
зонтальные проекции образа исходной точки в слу-
чае, когда она находится на оси конуса, и в случае, 
когда она находится вне его оси.

Для начала обратимся к более простому случаю, 
когда отражаемая точка принадлежит оси конической 
поверхности. Сначала рассмотрим этот случай с ге-
ометрической точки зрения. На рис. 7 показано по-
строение отражения точки от конуса при помощи 
стандартного алгоритма, который был описан ранее.

 

Рис. 7. Геометрическое построение отражения точки от конуса в случае, 
когда она принадлежит его оси
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На данном рисунке исходная точка обозначена 
окружностью малого радиуса. Ее координата равна 
z

0
. В нижней части конуса наглядно показана связь 

между параметрами a и c кругового конуса (параметр 
b в этом случае такой же, что и a). На рисунке пока-
зано построение одной из точек образа (она обозна-
чена небольшим квадратом) во фронтальной пло-
скости, проходящей через ось конуса. В данном 
случае оно сводится к построению отражения исход-
ной точки от правой очерковой образующей конуса. 
При повторении этой операции во всех плоскостях, 
проходящих через ось конуса, образуется совокуп-
ность точек, объединяющихся в единую кривую – 
окружность. Кроме того, можно выразить радиус 
этой окружности через параметры зеркала и коор-
динату высоты исходной точки. Так, при помощи 
использования базовых тригонометрических функций 
и подобия прямоугольных треугольников можно вы-
вести выражение (см. рис. 7) для радиуса параллели 
конуса, точки которой являются центрами перпенди-
куляров, один из которых изображен на рис. 7 (на 
рисунке данная параллель обозначена утолщенной 
линией). Тогда согласно тому же подобию треугольни-
ков, радиус окружности образа будет в два раза больше 
радиуса обозначенной параллели и будет равен

	
2 0

2 2

acz

a c+
.  

Этот же результат получается при получении от-
ражения математическим способом (рис. 8) в Wolfram 
Mathematica [24]. Стоит отметить, что в этом случае 
проекция образа совпадает с самим образом, так как 
он представляет собой окружность, параллельную 
горизонтальной плоскости.

 
Рис. 8. Горизонтальная проекция результата отражения точки, лежащей на 

оси конуса, от этого конуса

Если на этом же графике построить образ той же 
точки, получающийся при ее отражении от выделен-
ной на рис. 7 параллели конуса (на рис. 8 она также 
построена, на нем она — меньшая из двух окружно-
стей), то результат полностью совпадет с результатом 
отражения от конуса.

Наконец, обратимся к уравнениям проекции (4) 
для проверки их соответствия полученному результату.

Так, если в группе уравнений (4) обнулить параметры 
x

0
 и y

0
 (учесть условие, что исходная точка находится на 

оси конуса), то уравнения проекции примут вид:

	 x
acz

a c
v

y
acz

a c
v

= ∗
+

∗

= ∗
+

∗

2

2

0
2 2

0
2 2

cos

sin
.	 (6) 

Параметрические уравнения (6) действительно 

соответствуют окружности с радиусом
 2 0

2 2

acz

a c+
.
 

Следовательно, уравнения проекции согласуются с 
результатами, полученными геометрически.

Можно предположить, что при удалении исходной 
точки от оси конуса проекция образа, получаемого при 
ее отражении от конуса, также будет совпадать с резуль-
татом отражения точки от проекции обозначенной па-
раллели конуса. Однако, как видно на рис. 9, это не так.

 	  
           y = 0                                    y = 5

 	  
          y = 10                                   y = 15

                                
y = 20

Рис. 9. Изменение проекции отражения при удалении точки от оси конуса 
(кривая, которая начала при удалении точки смещаться вверх – это 

горизонтальная проекция результата отражения точки от конуса; другая 
кривая четвертого порядка – это результат плоского отражения точки от 

окружности с радиусом, равным )
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На рис. 9 большая улитка Паскаля – это результат 
плоского отражения точки от окружности, располо-
женной в центре графика. Как видно, проекция ре-
зультата отражения точки от конуса сдвинулась от-
носительно центра вверх. При этом видно, что улит-
ка, смещающаяся вверх, изменяет свою форму зна-
чительно медленнее, чем другая улитка. Причина 
этого изменения заключается в том, что уравнение 
проекции результата трехмерного отражения точки 
от конуса (4) более сложное, чем уравнение резуль-
тата плоского отражения точки от окружности (5), 
и оно сильнее зависит от изменения входящих в него 
коэффициентов. Однако, как было доказано ранее, 
проекция при этом все равно остается улиткой Паскаля, 
поэтому в перспективе можно разработать алгоритм, 
который будет для каждого набора значений коэф-
фициентов строить такую окружность, которая будет 
являться зеркалом, отражение исходной точки от 
которого будет описывать получаемую проекцию. 
Это, в свою очередь, может стать одним из шагов к 
получению нового способа решения задачи матема-
тического описания линии пересечения произволь-
ных сферы и конуса.

Наконец, рассмотрим зависимость изменения 
проекции результата отражения точки от конуса от 
изменения параметра c этого конуса (рис. 10).

Случай при c = 2,25 является одним из промежу-
точных и был рассмотрен ранее. Более же интерес-
ными являются два крайних случая на рис. 10. 
Проанализируем каждый из них подробнее.

При малых значениях параметра угол наклона 
образующих к оси увеличивается и конус начинает 
стремится «развернуться» в плоскость (рис. 11).

 Тогда результат отражения точки от конуса также 
начинает стремится к отражению от плоскости – к 
симметричной точке. Что и видно в случае с c = 0,3 
на рис. 10 (так как плоскость симметрии в данной 
проекции будет являться плоскостью уровня, то про-
екции исходной точки и точки, симметричной ей, 
будут совпадать).

Теперь снова обратимся к уравнениям проекции 
(4). При параметре c, стремящемся к нулю, данные 
уравнения в пределе принимают вид:

x = x
0

y = y
0

Полученные уравнения полностью соответствуют 
проекции результата отражения точки от плоскости, 
перпендикулярной оси OZ.

При больших же значениях параметра c угол на-
клона образующих конуса к оси уменьшается и конус 
начинает стремится «вытянуться» в цилиндр с нуле-
вым диаметром (рис. 12).

А если конус стремится к цилиндру, то и результат 
отражения от него также должен стремиться к ре-

зультату отражения от цилиндра. И действительно, 
на рис. 10 хорошо видно, что при увеличении пара-
метра c проекция результата отражения начинает все 
больше сходиться к улитке Паскаля, которая полу-
чается при плоском отражении точки от одной из 
параллелей конуса. А так как конус стремится к ци-
линдру, то все его параллели стремятся стать одина-
ковыми, так же, как и результаты отражения от них. 
То есть все сходится к случаю отражения точки от 
цилиндра, подробно описанному ранее и изображен-
ному на рис. 3.

   
        c = 0,3                                     c = 1

 	  

        c = 2,25                                   c = 5

 
 

                                 c = 10

Рис. 10. Изменение проекции результата отражения при увеличении 
параметра конуса (кривая, которая быстрее увеличивается при 

увеличении параметра c – это горизонтальная проекция результата 
отражения точки от конуса; другая кривая четвертого порядка – это 

результат плоского отражения точки от окружности с радиусом, 

равным 
acz

a c
0

2 2+
)

(7)
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При этом уравнения проекции (4) при параме-
тре c, стремящемся к бесконечности, принимают 
следующий вид:

	 x x v x v y v

y y v x v y v

= + ∗ − −( )
= + ∗ − −( )

0 0 0

0 0 0

2 0

2 0

cos cos sin

sin cos sin

 	 (8)

Ноль в уравнениях (8) оставлен специально для того, 
чтобы показать, что уравнения свелись к уравнениям 
результата плоского отражения точки от окружности 
нулевого радиуса. Иными словами, они описывают 
проекцию кривой, которая получается при отражении 
точки от цилиндра нулевого диаметра, что полностью 
соответствует логике и предыдущим результатам.

Стоит добавить, что образ точки при ее отражении 
от окружности нулевого радиуса действительно су-
ществует, и его возможно построить в Wolfram 
Mathematica. Так, для зеркала-окружности с нулевым 
диаметром и центром в начале координат он показан 
на рис. 13.

Образ, изображенный на рис. 13, представляет 
собой не просто окружность с центром в начале 
координат и проходящую через отражаемую точку. 
На самом деле это две одинаковые окружности, на-
ложенные друг на друга. Таким образом, если считать, 
что точка – это окружность с диаметром, равным 
нулю, то результат, показанный на рис. 13, можно 
принять за результат плоского отражения одной 
точки от другой.

Отражение точки от однополостного 
и двуполостного гиперболоидов
Обратимся к отражениям точки от двух других 

поверхностей, которые еще более тесно связаны с 
конусом, чем плоскость и цилиндр – однополост-
ному и двуполостному гиперболоидам. Так, резуль-
таты отражения точки от них показаны на рис. 14 и 
15 соответственно.

 
Рис. 14. Отражение точки от однополостного гиперболоида (приложение 3)

 

Рис. 15. Отражение точки от двуполостного гиперболоида (приложение 4)

Рис. 11. Конус с малым значением параметра c

Рис. 12. Конус с большим значением параметра c

Рис. 13. Отражение точки от окружности нулевого диаметра
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Результаты отражения точки от гиперболоидов, 
в отличие от предыдущих случаев, двумерные. Иными 
словами, результатами отражения теперь оказались 
не кривые, а поверхности. Объясняется это отсут-
ствием у поверхностей-зеркал главного направления 
с нулевой кривизной. Из-за этого касательные пло-
скости ни в каких точках зеркала не совпадают, и 
размерность отражения не уменьшается по сравнению 
с размерностью зеркала, как это было в случаях с 
цилиндром и конусом. При этом поверхность, по-
лучаемая в результате отражения точки от однопо-
лостного гиперболоида (см. рис. 14) единая и зам-
кнутая. А поверхность, получаемая в результате от-
ражения точки от двуполостного гиперболоида (см. 
рис. 15), как и само зеркало, состоит из двух частей. 
Однако, несмотря на это, в результате поверхность 
все равно получается замкнутой, как будто являясь 
результатом аккуратного склеивания двух компонен-
тов (рис. 16).

 

Рис. 16. Отражение точки от двуполостного гиперболоида в разрезе

На рис. 15 и 16 верхняя и нижняя части гипербо-
лоида обозначены разным цветом. Отражения точки 
от обеих частей так же окрашены в разные цвета.

Рассмотрим полученные отражения подробнее. 
Графический анализ изображений позволяет сделать 
вывод о том, что поверхности, полученные при от-
ражении точки от гиперболоидов с одинаковыми 
параметрами, визуально дополняют друг друга  
(рис. 17).

Для того чтобы проверить это, поместим обе по-
верхности на один график (рис. 18).

Данное явление можно объяснить, вернувшись к 
одному из случаев плоских отражений, рассмотрен-
ных ранее в работе [38] – отражению точки от ги-
перболы (рис. 19).

Рис. 17. Отражения точки от однополостного и двуполостного 
гиперболоидов с одинаковыми параметрами

 
Рис. 18. Результаты отражения точки от однополостного и двуполостного 

гиперболоидов с одинаковыми параметрами, объединенные на одном 
графике

 

Рис. 19. Отражение точки от гиперболы на плоскости [38]

В этом случае плоская кривая, получаемая в ре-
зультате отражения точки от ветвей гиперболы, схо-
дится к двум точкам (обозначенным на рис. 19 ква-
дратами). Это объясняется тем, что ветви гиперболы 
при удалении на бесконечность асимптотически 

GEOMETRY & GRAPHICS (2023). Vol. 11. Iss. 4. 15–31



24

ГЕОМЕТРИЯ И ГРАФИКА № 4. 2023

стремятся к двум прямым. Вследствие этого отраже-
ние точки при этом также стремится к отражению 
от данных прямых. А как было рассмотрено выше на 
рис. 1, в этом случае отражениями как раз будут 
точки, обозначенные на рис. 19.

В случае с гиперболоидами все совершенно ана-
логично. Только гиперболоиды обоих типов асим-
птотически стремятся не к двум прямым, а к конусу 
(рис. 20).

 
Рис. 20. Однополостный и двуполостный гиперболоиды

и их асимптотический конус

И точно так же, как в случае с плоским отраже-
нием от гиперболы, отражения от гиперболоидов 
обоих видов стремятся к отражению от их асимпто-
тического конуса (рис. 21). 	  

Рис. 21. Совмещенные результаты отражения точки от гиперболоидов 
вместе с результатом ее отражения от их асимптотического конуса

Таким образом, именно факт того, что отражения 
и от однополостного, и от двуполостного гипербо-
лоидов стремятся к одной и той же пространственной 
кривой, позволяет так ровно объединять их в единое 
целое. Иными словами, кривая пересечения (касания) 
отражений от гиперболоидов совпадает с отражени-
ем от их асимптотического конуса.

Кроме того, фронтальное сечение совмещенных 
образов при параметрах зеркал и положении отра-

жаемой точки как на рис. 19, полностью соответ-
ствует плоскому образу на рис. 19. Оно представле-
но на рис. 22.

 	  
              а)	                                         б)

Рис. 22. Совмещенные результаты отражения точки от гиперболоидов 
в разрезе (а – без асимптотического конуса, б – вместе 

с асимптотическим конусом (приложение 5) (искажение на рис. 22, б 
обусловлено особенностями работы программы и не несет никакого 

геометрического значения))

Так, на рис. 22 видно, что две точки, к которым 
сходился плоский образ на рис. 19 – это не что иное, 
как точки кривой-образа точки при ее отражении от 
асимптотического конуса гиперболоидов. А сам пло-
ский образ – это сечение поверхности-образа точки 
при ее отражении от однополостного гиперболоида. 
Сечения же второй поверхности на рис. 19 не видно, 
так как на нем не показан результат отражения точ-
ки от второй пары ветвей гиперболы.

Гипотеза о связи кривизны Гаусса зеркала 
и размерности отражения

В случаях отражения точки от цилиндра, конуса 
и гиперболоидов было упомянуто влияние кривизны 
поверхности на размерность получаемого отражения. 
При этом там говорилось о наличии или отсутствии 
у поверхности-зеркала главного направления с ну-
левой кривизной. Однако существует понятие, ко-
торое более точно характеризует поверхность – кри-
визна Гаусса [4]. В случаях, когда поверхность имеет 
главное направление с нулевой кривизной, кривиз-
на Гаусса так же равна нулю (у плоскости, цилиндра 
и конуса), а когда не имеет, то она равна некоторому 
числу. В этом плане она не дает новой информации. 
Однако существует еще один важный аспект – знак 
кривизны Гаусса [6]. Именно он позволяет лучше 
понять форму поверхность. Так, если кривизна Гаусса 
у поверхности положительная, то поверхность вы-
глядит выпуклой (двуполостный гиперболоид, сфе-
ра, эллиптический параболоид), а если кривизна 
Гаусса отрицательная, то поверхность выглядит во-
гнутой (однополостный гиперболоид, гиперболиче-
ский параболоид). Кроме того, существуют поверх-
ности, имеющие в одном подмножестве точек поло-
жительную гауссову кривизну, во втором подмноже-

GEOMETRY & GRAPHICS (2023). Vol. 11. Iss. 4. 15–31



25

ГЕОМЕТРИЯ И ГРАФИКА № 4. 2023

стве точек — отрицательную, а в третьем подмно- 
жестве точек — нулевую. Характерным примером 
таких поверхностей является тор.

При этом результат отражения точки от тора вы-
глядит следующим образом (рис. 23).

 	  	  
                  а)	                                           б)	

в)

 Рис. 23. Отражения точки от тора (а – точка в центре тора, 
б – точка поднята вверх над центром тора, в – точка смещена в сторону) 

(приложение 6)

В отличие от отражений, описанных выше, обра-
зом точки, отражённой от тора, является поверхность 
не четвёртого, а восьмого порядка [15; 22]. Следует 
отметить, что схожие поверхности наблюдаются в 
исследованиях, посвященных вопросам квазивра-
щения [1; 2; 4; 5].

В перспективе планируется дальнейший анализ 
связи кривизны Гаусса зеркала и характера получа-
емого отражения. В частности, еще предстоит выяс-
нить, какое влияние на вид отражения оказывает 
знак гауссовой кривизны.

Отражение точки от сферы
Снова рассмотрим отражение точки от одной из 

поверхностей второго порядка – теперь от сферы. 
Результат отражения представлен на рис. 24.

На рис. 24, б хорошо видно, что в сечении пло-
скостью, проходящей через центр сферы и отража-
емую точку, получается та же кривая, что и при пло-
ском отражении точки от окружности (рис. 4).

Этот факт несложно объяснить. Как видно на 
рис. 25, сферу можно представить в виде множества 
окружностей – сечений сферы плоскостями, прохо-
дящими через прямую, которая соединяет центр 
сферы и отражаемую точку.

                    а)	                                  б)

Рис. 24. Отражение точки от сферы (а – вид отражения в разрезе 
с отступом от центра, б – вид отражения во фронтальном разрезе) 

(приложение 7)

                 а)	                                           б)	

                                          в)

Рис. 25. Разбиение сферы на множество окружностей (а – проведение 
плоскостей через прямую, соединяющую отражаемую точку и центр 

сферы, б – пересечение плоскостей со сферой, в – изображение сечений 
без сферы)

Тогда отражение точки от каждого из сечений 
сферы будет давать плоскую кривую как на рис. 4, а 
множество всех таких кривых – поверхность, изо-
браженную на рис. 24.

Отражение точки от некоторых других 
квадрик

Также были получены отражения точки от двух 
других поверхностей второго порядка – эллипти-
ческого и гиперболического параболоидов (рис. 26, 
27).

Анализу данных поверхностей будет посвящено 
отдельное исследование. Однако уже сейчас можно 
заметить, что результат отражения от эллиптическо-
го параболоида в сечении (рис. 28) выглядит точь-
в-точь как плоское отражение точки от параболы 
(рис. 29).
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        а)	                б)	                   в)

Рис. 26. Отражение точки от эллиптического параболоида (а – точка
 в центре, вне параболоида, б – точка в центре, внутри параболоида, 

в – точка смещена от центра, вне параболоида) (приложение 8)

 	  

                    а)	                    б)

Рис. 27. Отражения точки от гиперболического параболоида (а – точка 
над параболоидом, б – точка под параболоидом) (приложение 9)

 

Рис. 28. Отражение точки от эллиптического параболоида 
во фронтальном разрезе (точка находится в плоскости разреза)

 

Рис. 29. Отражение точки от параболы на плоскости [38]

Выводы
Результатами исследования стали аналитические 

выражения точного описания образов, полученных 
отражением точки от ряда поверхностей. В них учиты-
вается положение точки и геометрия зеркала, опреде-
ляющие параметры получаемых образов. Сравнение 
результатов отражений от поверхностей нулевой и 
ненулевой кривизны Гаусса позволило сформулировать 
гипотезу: зеркала с Гауссовой кривизной, равной нулю, 
повышают размерность образа на единицу (образ точ-
ки в общем случае – пространственная кривая), а с 
Гауссовой кривизной, отличной от нуля – размерность 
образа увеличивается на два относительно размерности 
прообраза (отражение точки даёт поверхность). Гипотеза 
подтверждается на рассмотренных примерах квадрик 
и будет проверяться в дальнейших исследованиях.

Сравнение образов, полученных при отражении от 
конуса и цилиндра, приводит к выводу о том, что ре-
зультаты таких отражений при их проецировании на 
плоскость, перпендикулярную оси зеркал, являются 
улитками Паскаля (за исключением предельных случа-
ев), как и при плоском отражении точки от окружности. 
Также сравнение образов, полученных отражением от 
гиперболоидов вращения и их асимптотического кону-
са позволило выявить интересную взаимосвязь: образы 
одной точки при её отражении от однополостного и 
двуполостного гиперболоидов касаются по кривой, 
представляющей собой образ той же точки, полученной 
отражением от их асимптотического конуса.

Результаты отражений точек от прочих квадрик 
дало предсказуемые результаты, визуально схожие с 
образами точки, отражённой от плоских гиперболы 
и окружности. Их более детальному анализу будут 
посвящены дальнейшие исследования. 

Все рассмотренные образы, полученные с исполь-
зованием зеркал второго порядка, представляют собой 
поверхности порядка не выше четвёртого. Результатом 
отражения точки от тора (поверхность четвёртого по-
рядка) стали поверхности 8-го порядка. Таким образом, 
порядок результата отражения точки от зеркала оказы-
вается максимум вдвое выше порядка самого зеркала. 

В качестве перспектив настоящей работы можно 
выделить уточнение и систематизацию уже получен-
ных результатов, исследование отражений точки от 
других поверхностей и отражений объектов ненуле-
вой размерности в трехмерном пространстве, а так-
же решение обратной задачи – построение зеркала и/
или отражаемого объекта при наличии отражения – 
которое может позволить создать механизм сведения 
более сложных геометрических объектов к более 
простым, основанный на математических механизмах 
[7; 9; 12; 14; 23; 25–27; 29; 31; 39; 40; 42]. Возможным 
направлением может послужить применение механиз-
ма отражений для построения изображений [16; 32; 37].
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Приложение
Коды отражений точки от поверхностей и кривых, для использования в Wolfram Mathematica описанные в данной 

статье расположены в сети Интернет по адресу: https://docs.google.com/document/d/1QvFx3pCxrH2EbDQ7qODe_
vpEGiixFgFhOm0hzQH043s/edit?usp=sharing 
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