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Теорема К. Польке в модельном 
пространстве компьютера при 
2D-моделировании  

Аннотация. Рассмотрено применение теоремы Польке при 
поиске координатной системы для электронной геометриче-
ской модели в модельном пространстве компьютера при 
2D-геометрическом моделировании.

Показана возможность создания электронной геометри-
ческой модели в системе аксонометрических осей при 
2D-моделировании в научных и учебных целях координатным 
способом.

На аксонометрических координатных плоскостях удается 
решать задачи, не дающие решения в прямоугольной системе 
координат. В модельном пространстве компьютера стало 
возможно решение классических задач начертательной гео-
метрии, решение которых связывают только со способом 
проецирования пространства на плоскость проекций.

Вторичная аксонометрия в системе аксонометрических 
координатных осей при 2D-моделировании позволила решить 
ряд задач, не имеющих решение в прямоугольной системе 
координат:
• моделировать параллельное (косоугольное) направление 

соответствия двух родственных фигур;
• перемещать фигуру в пространстве вращением вокруг 

аксонометрических координатных осей;
• строить произвольное родство двух аффинно соответствен-

ных фигур при взаимной перпендикулярности оси родства 
и направления родства;

• переходить на координатный способ решения вместо 
проецирования на плоскости проекций;

• исходя из численного равенства изометрических коорди-
нат натурным, прямо в процессе решения задач можно 
переходить из одной системы координат в другую.
Новое прочтение теоремы Польке расширяет возможности 

модельного пространства персональных компьютеров для 
решения научных и учебных задач. Однако необходимым 
условием для реализации этих возможностей является доступ-
ность построений на изометрическом виде программным 
обеспечением.

Показана возможность обучения созданию электронного 
чертежа с натурной детали в учебном процессе. В качестве 
электронной модели в этом случае целесообразно использовать 
изометрическое изображение как обладающее наглядностью 
при однокартинном виде и простотой вычерчивания коорди-
натным способом.

По построенному аксонометрическому виду программным 
способом получают прямоугольные виды, используя прямо-
угольные координаты. Из этих видов формируют прямоуголь-
ный электронный чертеж. Если целью его создания является 

построение 3D-геометрической модели объекта, то построе-
ние можно продолжить, рассматривая созданный электронный 
чертеж как начальные условия для построения 3D-модели 
объекта.

Ключевые слова: теорема Польке, аксонометрия, 2D-гео-
метрическое моделирование, электронный чертеж.
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K. Polke's Theorem in Computer Model Space 
in 2D Modeling

Abstract. The application of Polke's theorem in the search for 
a coordinate system for an electronic geometric model in the mod-
el space of a computer in 2D geometric modeling is considered.

The possibility of creating an electronic geometric model in a 
system of axonometric axes in 2D modeling for scientific and ed-
ucational purposes using a coordinate method is shown.

It is possible to solve problems on axonometric coordinate 
planes that do not provide solutions in a rectangular coordinate 
system. In the computer model space, it has become possible to 
solve classical problems of descriptive geometry, the solution of 
which is associated only with the method of projecting space onto 
the projection plane.

Secondary axonometry in the system of axonometric coordinate 
axes in 2D modeling has allowed us to solve a number of problems 
that do not have a solution in a rectangular coordinate system:
• simulate the parallel (oblique) direction of the correspondence 

of two related shapes;
• move the shape in space by rotating around the axonometric 

coordinate axes;
• the construction of an arbitrary relationship of two affine cor-

responding figures with mutual perpendicularity of the axis of 
kinship and the direction of kinship;

• switch to the coordinate solution method instead of projecting 
on the projection plane;

• вased on the numerical equality of isometric coordinates with 
natural ones, it is possible to switch from one coordinate system 
to another right in the process of solving problems.
A new reading of Polke's theorem expands the possibilities of 

the model space of personal computers for solving scientific and 
educational problems. However, a necessary condition for the 
implementation of these capabilities is the availability of isometric 
constructions by software.

The possibility of learning how to create an electronic drawing 
from a full-scale part in the educational process is shown. In this 
case, it is advisable to use an isometric image as an electronic 
model, as it has visibility in a single-picture view and simplicity of 
drawing in a coordinate way.

According to the constructed axonometric view, rectangular 
views are programmatically obtained using rectangular coordinates. 
A rectangular electronic drawing is formed from these types. If the 
purpose of its creation is to build a 3D geometric model of an 
object, then the construction can be continued, considering the 
created electronic drawing as the initial conditions for building a 
3D model of the object.

Keywords: Polke's theorem, axonometry, 2D geometric mode-
ling, electronic drawing.
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них нет необходимости определять углы между ак-
сонометрическими осями и показатели искажений. 
Это стандартная изометрическая и стандартная ди-
метрическая системы аксонометрический осей. У 
стандартного изометрического вида углы между ак-
сонометрическими осями соответствуют 120°. 
Коэффициенты искажений по всем трем осям равны 
и соответствуют 0,82. У стандартного диметрическо-
го вида две оси координат (обычно OZ и OX) имеют 
равный наклон к картинной плоскости, а третья ось 
наклонена так, чтобы показатели искажения на ней 
были вдвое меньше показателей искажения по двум 
другим осям, т.е. 0,5.

Важным для практического использования выво-
дом из теоремы Польке является установленная связь 
между стандартными прямоугольными и аксономе-
трическими видами, подтвержденная теоретически-
ми расчетами Н.Ф. Четверухина. Смену систем коор-
динат в этом случае можно осуществлять простой 
сменой видов в модельном пространстве компьютера.

Рассмотрим некоторые примеры 2D-моделирования 
во вторичной аксонометрии в системе аксонометри-
ческих осей модельного пространства компьютера, 
позволившие решить ряд задач, не имеющих решений 
в прямоугольной системе координат.

Пример 1. Построение произвольного родства двух 
аффинно соответственных фигур при взаимной пер-
пендикулярности оси родства и направления родства 
(рис. 1).

Рис. 1. Построение родственного соответствия двух прямых АВ и А′В′:
а) в прямоугольных координатах; б) в системе аксонометрических осей

Известно, что при аффинных (родственных) пре-
образованиях способом параллельного (косоуголь-
ного) направления родства на плоскости удается по 
заданному направлению родства построить родствен-
ное соответствие двух геометрических фигур на пло-
скости. Особый случай представляет собой родство, 
направление которого перпендикулярно оси родства 
(рис. 1, а). В этом случае точки родственных полей 
расположены симметрично относительно оси родства. 

Новые инструментальные средства в условиях 
перехода на цифровые технологии создали потреб-
ность в новых моделях и способах при изучении 
начертательной геометрии [13; 16; 17; 21; 22]. Вместе 
с тем, сохраняющаяся практическая потребность в 
чертеже и в отображении трехмерного пространства 
на плоскость направляют 2D-геометрическое моде-
лирование в условиях цифровых технологий на поиск 
координатной системы для электронной геометри-
ческой модели [2; 5; 14; 15; 20; 23].

Обращение к теореме Польке указало в качестве 
координатного способа на систему координатных 
аксонометрических осей, позволяющую просто пе-
реходить к прямоугольной системе координат и об-
ратно в условиях инструментальных построений 
геометрических моделей.

Суть теоремы Польке по [25] содержится в весь-
ма общем выводе относительно проекции прямоу-
гольной системы координат в пространстве. На ос-
нове этой теоремы может быть совершенно произ-
вольно построена система аксонометрических осей, 
при этом она окажется параллельной проекцией 
системы координат в пространстве.

Аксонометрическое изображение, полученное в 
системе аксонометрических координатных осей, как 
по своему построению, так и по полученному ре-
зультату является аксонометрическим чертежом. 
Аксонометрический чертеж, как известно, образу-
ется по схеме метода двух изображений при проеци-
ровании на две плоскости проекций [9; 10]. При 
этом, полученное аксонометрическое изображение 
имеет свои проекции на аксонометрических коор-
динатных плоскостях, называемых вторичными (по 
В.И. Курдюмову) [3].

Напомним, что плоскость изображений совме-
щается с аксонометрическим видом, а вторичная 
проекция – с координатной плоскостью натурной 
системы координат. Это и придает обратимость ак-
сонометрическому изображению. Следует признать, 
что вторичные проекции не нашли практического 
применения в начертательной геометрии. Однако, 
как показали наши исследования [19], на аксономе-
трических координатных плоскостях удается решить 
задачи, не имеющие решения в прямоугольной си-
стеме координат как при проецировании на плоскость 
проекции, так и в модельном пространстве компью-
тера.

Среди известных в инженерной практике наи-
большее распространение получили стандартные 
аксонометрические системы координатных осей. 
Программное обеспечение современного компью-
тера предлагает частные виды системы аксонометри-
ческих осей, обеспечивающие простоту построений 
и дающие достаточно наглядные изображения. Для 
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форматирования прямого угла в угол ϕ°. Таким об-
разом, на плоскости XOY было смоделировано па-
раллельное (косоугольное) направление родства.

Пример 2. Перемещение фигуры поворотом в мо-
дельном пространстве компьютера вокруг аксономе-
трической координатной оси OY.

Так как вращение любой фигуры вокруг оси про-
исходит в плоскости, перпендикулярной этой оси, в 
прямоугольной системе координат модельного про-
странства компьютера вращение происходит только 
вокруг координатных осей X, Y, Z. При этом созда-
ются тела вращения; перемещение фигуры в про-
странстве вращением невозможно, так как представ-
ляет собой смену координатных плоскостей.

Решение задачи достигается при 2D-моделировании 
на компьютере в системе аксонометрических осей.

На рис. 2 в модельном пространстве компьютера 
показан пример поворота прямой АВ вокруг оси Z в 
прямоугольной системе координат модельного про-
странства компьютера (рис. 2, а) и в системе аксо-
нометрических осей (рис. 2, б). Вращаемая прямая 
АВ и ось вращения i принадлежат одной аксономе-
трической плоскости XOY. Вращаем только точку А, 
поскольку точка В лежит на оси вращения. Ось вра-
щения параллельна аксонометрической оси OY, а 
направление вращения параллельно аксонометри-
ческой оси ОХ как взаимно перпендикулярные в 
прямоугольной системе координат. Пересечение 
направления вращения и оси вращения дает центр 
вращения (ОА). Точка А вращается по эллиптической 
траектории в плоскости α. Все точки на прямой АВ 
вращаются в одной плоскости по эллиптическим 
траекториям. При этом сохраняется постоянство 
геометрии вращаемой фигуры. Возможно определе-
ние метрических характеристик прямо с компьюте-
ра (угол поворота, длина траектории, координаты 
вращаемой фигуры).

 
Рис. 2. Поворот прямой АВ вокруг: а) оси Z; б) оси i, параллельной 

аксонометрической оси OY

Имеет место осевая симметрия [4; 11]. Это не позво-
ляет решить задачу построения родства в прямоу-
гольной системе координат. 

В исследовании [6; 7] автор путем подбора резуль-
тирующей композиции из известных видов аффин-
ных преобразований, получил параллельное (косо-
угольное) направление родства в модельном про-
странстве компьютера, т.е. в прямоугольных коор-
динатах.

Покажем способ 2D-моделирования родственного 
соответствия двух фигур (в данном случае двух прямых 
АВ и А′В′) на аксонометрической плоскости XOY путем 
построений в системе аксонометрических осей вместо 
прямоугольной системы координат (рис. 1, б).

Из теории родственного соответствия плоских 
полей [11]  известно, что ось родства so и две точки 
по направлению родства вполне определяют род-
ственные соответствия фигур при параллельном 
направлении родства s. Однако в случае взаимно 
перпендикулярного расположения направления род-
ства и оси родства (s

o
⊥s), точки родственных полей 

расположены симметрично относительно оси родства 
[4]. Имеет место упомянутая выше осевая симметрия, 
и задача отыскания родства становится неопреде-
ленной (рис. 1, а).

Для преодоления этой неопределенности решения 
перейдем к системе аксонометрических осей (рис. 1, б).

В аксонометрии сохраняется параллельность пря-
мых, т.е. если в прямоугольной системе координат 
прямая параллельна оси координат, то и в аксоно-
метрии она будет параллельна соответствующей ак-
сонометрической оси. Отсюда, исходя из взаимной 
перпендикулярности оси родства s

o
 и направления 

родства s в прямоугольных координатах, на аксоно-
метрической плоскости построения XOY ось родства 
и направление родства проведем параллельно соот-
ветствующим осям OY и OX, т.е. s

o
||OY, а s||OX из точ-

ки М до точки М′ (см. рис. 1, б).
Поскольку ось родства является геометрическим 

местом двойных точек родственных прямых, найдем 
их общую точку пересечения (S), принадлежащую 
оси родства. Для этого продлим прямую АВ до пере-
сечения с осью родства и из этой точки (S) через за-
данную точку М′ на направлении родства ММ′ про-
ведем прямую SМ′, определяющую положение второй 
родственной прямой А′В′. Точки А′ и В′ находим на 
пересечении этой прямой с соответствующими па-
раллельными прямыми в направлении родства.

Из построений, приведенных на рис. 1, б, видно, 
что осевая симметрия на плоскости при определении 
родственных соответствий фигур, имевшая место 
при построении в прямоугольных координатах (см. 
рис. 1, а) успешно преодолена при переходе на ак-
сонометрические координатные оси за счет пере-
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каркасном исполнении и переводим ее в модельном 
пространстве компьютера через изометрический вид 
в аксонометрическую систему координат XYZ  
(рис. 3).

Здесь и далее построения выполняются на изо-
метрическом виде, аксонометрические оси которого 
расположены под углами 120°, а точка просмотра 
соответствует координатам (1,1,1).

2. Находим родственное соответствие между ос-
нованием 3D-модели призмы в изометрии и иско-
мого равностороннего треугольника А′В′С′	 (см.  
рис. 3).

Исходим из положения о том, что ось родства sо 
и две точки М и М′ по направлению родства вполне 
определяют родственное соответствие фигур.

Как было показано ранее (см. рис. 1), ось родства 
sо и направление родства s, взаимно перпендикуляр-
ные в прямоугольных координатах, на изометрическом 
виде параллельны соответственно аксонометрическим 
осям s

о
||OY, а s||OX.  Точки М и М′ выбраны в соответ-

ствии с конкретными параметрами заданной призмы 
и равностороннего треугольника. Для упрощения 
дальнейших графических построений ось родства s

о
 

проведена через вершину С основания треугольника 
АВС, а точка М выбрана на середине стороны АВ и 
из нее провели линию направления родства до точ-
ки М′.

3. Построение изометрического вида равносто-
роннего треугольника А′В′С′, родственного основанию 
призмы.

Согласно теореме Дезарга у двух родственных 
треугольников их стороны пересекаются в точках, 
лежащих на оси родства s

о
. Находим точку S пересе-

чения стороны АВ основания призмы с осью родства 
s

о
. Затем из этой точки через точку М′ проводим 

Из чертежа видно, что плоскость α перпендику-
лярна аксонометрической плоскости XOY. Эта опе-
рация в модельном пространстве компьютера моде-
лирует собой не что иное как смену плоскостей про-
екции при прямоугольном проецировании.

Вместе с тем вращаемая прямая и ось вращения 
могут принадлежать и другим аксонометрическим 
плоскостям (XOZ и YOZ). Тем самым на одной рабо-
чей плоскости модельного пространства компьюте-
ра только за счет одной аксонометрической системы 
координат можно в разы увеличить возможности 
построений.

Рассмотренный пример позволяет считать пово-
рот вокруг аксонометрических осей при 2D-моде-
лировании в модельном пространстве компьютера 
как приборную альтернативу смен плоскостей про-
екций при ортогональном проецировании на пло-
скость. Этим расширяются возможности модельно-
го пространства компьютера.

2D-моделирование в прямоугольной аксонометрии, 
дополненное выше рассмотренными решениями во 
вторичной аксонометрии, позволило подойти к ре-
шению классической задачи начертательной геоме-
трии координатным способом [18]. Возможность 
решения таких задач связывают только со способом 
проецирования пространства на плоскость чертежа 
(ср. с [12, рис. 1]).

Задача. Задана прямая трехгранная призма. Требуется 
в модельном пространстве компьютера построить 
плоскость, пересекающую данную призму по рав-
ностороннему треугольнику, аффинно соответству-
ющему основанию призмы (с точностью до подобия).

Решение
1. Строим на рабочей плоскости 3D-модель при-

змы по заданным прямоугольным координатам в 

Рис. 3. Построение родственного соответствия между основанием АВС 3D-модели прямой призмы 
и родственным равносторонним прямоугольником А′В′С
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прямую SМ′. На пересечении этой прямой с прямы-
ми АА′ и ВВ′, параллельными направлению родства 
s, строим сторону А′В′, родственную стороне АВ ос-
нования призмы. Соединяем точки А′В′С′ и получа-
ем вид искомого равностороннего треугольника в 
изометрии родственного основанию призмы (см. 
рис. 3).

4. Введение треугольника А′В′С′	в пространство 
3D-модели призмы вращением вокруг оси родства 
s

о
 (рис. 4).

 
Рис. 4. Перемещение в изометрии треугольника А′В′С′ в пространство 

3D-модели призмы вращением вокруг оси i, параллельной 
аксонометрической оси OY

Вращение вокруг оси родства представляет собой 
вращение вокруг аксонометрической оси OY на ак-
сонометрической координатной плоскости XOY (см. 
рис. 2).

Поворот треугольника выполняем вращением трех 
его точек (А′В′С′). Траекториями их движения явля-
ются эллипсы (в прямоугольных координатах – это 
окружности). Точки А′, В′ вращаются в параллельных 
плоскостях, перпендикулярных аксонометрической 
координатной плоскости XOY. Центры лежат на оси 
родства sо (точки ОА и ОВ), а радиусы вращения 
равны расстоянию от центра вращения вдоль на-
правления родства до соответствующей точки (RA и 
RB). Точка С как лежащая на оси поворота соверша-
ет тождественное преобразование, т.е. C C C≡ ′ ≡ .  
Далее выявляем точки пересечения А′, В′, С′ этих 

эллипсов посредством объектной привязки с соот-
ветствующими ребрами призмы. Полученные точки 
соединяем отрезками прямых между собой. Тем самым 
был построен треугольник ABC  в пространстве 
3D-модели призмы в системе аксонометрических 
осей.

5. Определение положения плоскости, пересека-
ющей призму по равностороннему треугольнику.

Воспользуемся возможностью в модельном про-
странстве компьютера простого перевода из одного 
стандартного вида в другой. Так как в изометрии 
построенный равносторонний треугольник занима-
ет общее положение, необходимо получить его изо-
бражение в проецирующем положении и тем самым 
определить положение секущей плоскости относи-
тельно основания призмы. Просмотр текущих до-
ступных стандартных видов 3D-модели призмы с 
разных точек просмотра (рис. 5) позволяет выбрать 
вид спереди с равносторонним треугольником в про-
ецирующем положении в прямоугольных координа-
тах в пространстве 3D-модели призмы (рис. 5, а) 
вместе с сохраненными построениями. Искомый 
угол оказался равным 70°.

Для сравнения представлены и другие виды 
3D-модели призмы в прямоугольных координатах 
с разных точек просмотра: так, на рис. 5, б пока-
зан вид слева в прямоугольных координатах, а на 
рис. 5, в – наглядный вид в изометрии. На рис. 5, г 
представлен пользовательский вид с натуральным в 
сечении равносторонним треугольником. Этот вид 
получен при переориентации пользовательской си-
стемы координат так, чтобы координата у была на-
правлена вдоль проецирующего положения сечения 
(см. рис. 5, а). 

Еще одной областью применения 2D-моделирования 
является создание электронного чертежа.

Понятие электронного чертежа возникло в связи 
с понятием электронной модели в модельном про-
странстве компьютера, наряду с классическими по-
нятиями аксонометрического чертежа и чертежа 
Монжа.

Любая конструкторская проработка новой модели 
начинается с прорисовки создаваемого объекта. Такому 
способу лучше всего отвечает вычерчивание коорди-
натным способом аксонометрического изображения 
при 2D-моделировании, как наглядного однокартин-
ного изображения. От аксонометрического изобра-
жения просто перейти к стандартным прямоугольным 
видам программным обеспечением компьютера и 
сформировать из них электронный чертеж.

Используемый в конструкторско-проектной де-
ятельности способ создания электронного чертежа 
базируется на основе твердотельного моделирования 
при 3D-геометрическом моделировании [8; 24].  
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Рис. 5. Стандартные виды 3D-модели призмы с сечением ABC  из разных точек просмотра (а, б, в, г – см. текст)
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В условиях 2D-моделирования в основу построения 
электронного чертежа положено изометрическое 
изображение. При этом исходят из численного ра-
венства аксонометрических координат натурным, 
измеренное аксонометрическими масштабами.

Цифровые технологии в учебном процессе при 
обучении созданию прямоугольного комплексного 
чертежа натурной детали диктуют переход на созда-
ние ее электронного чертежа координатным спосо-
бом.

Обучение созданию электронного чертежа с на-
турной детали на компьютере целесообразно вести 
на ее 2D-модели, обладающей наглядностью при 
однокартинном изображении и простотой вычерчи-
вания. Таким критериям отвечает аксонометрический 
чертеж.

Приведем пример создания координатным спо-
собом аксонометрического электронного чертежа с 
натурного образца в модельном пространстве ком-
пьютера при 2D-моделировании в учебном процес-
се в графической системе AutoCAD [1] (рис. 6). Построения 
выполняются на четырех активных экранах, из ко-
торых на одном – строят изометрический вид, а на 
других трех экранах воспроизводятся эти построения 
в прямоугольной системе координат, например, вид 
спереди, сверху и слева.
1. Имитация натурной детали в виде 3D-модели 

габаритного параллелепипеда в прямоугольной 
системе координат в каркасном исполнении. 
Целесообразно для этих целей использовать би-
блиотеку типовых объемных моделей простых 
геометрических фигур: куб, параллелепипед, ко-
нус, сфера и т.д. с фиксированием координат вер-
шин ребер (рис. 6, а).

2. Перевод 3D-модели габаритного параллелепипе-
да в изометрический вид при 2D-моделировании 
в аксонометрической системе координатных осей. 
По натуральным замерам координат вершин ори-
ентируются в выборе формата, масштаба изобра-
жения, начала системы координат и размещения 
изометрического вида на формате (рис. 6, б).

3. На изометрическом виде в системе аксонометри-
ческих осей выполняют построения составляющих 
частей натурной детали, согласно правилам соз-
дания аксонометрического изображения и нату-
ральных замеров (см. рис. 6, б).

По построенному изометрическому виду выби-
рают из числа существующих шести стандартных 
прямоугольных видов, те виды, которые лучшим 
образом отвечают натурной детали. Из них фор-
мируют видовой чертеж (рис. 6, в). Размерности 
изометрического вида (∞2) и видового прямоу-
гольного чертежа (∞2) совпадают, что характери-
зует их взаимную обратимость. 

4. На видовом чертеже выполняют необходимые 
разрезы и сечения; проводят базовые оси и про-
ставляют размеры. Все оформление стандартного 
чертежа должно соответствовать требованиям 
ГОСТов.
Законченное изометрическое изображение мож-

но использовать для наглядного сопровождения соз-
данного электронного чертежа.

Заключение

Обращение к теореме Польке при 2D-геометрическом 
моделировании определило целесообразность ис-
пользования в модельном пространстве компьютера 

Рис. 6. Пример создания электронного видового чертежа с натурной детали в учебном процессе:
а) габаритный параллелепипед натурной детали в каркасном исполнении в прямоугольной системе координат; б) построение изометрического вида 

натурной детали по габаритным размерам; в) создание видового электронного чертежа из стандартных прямоугольных видов
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в качестве координатной системы для электронного 
аксонометрического чертежа (вида) модели систему 
аксонометрических осей.

По построенному аксонометрическому виду про-
граммным способом получают прямоугольные виды, 
из которых формируют прямоугольный электронный 
чертеж. Если целью его построения является постро-
ение 3D-геометрической модели, то построение 
можно продолжить, рассматривая созданный элек-
тронный чертеж как начальные условия для постро-
ения 3D-модели объекта.

Вторичная аксонометрия в системе аксонометри-
ческих координатных осей при 2D-моделировании 
позволила решить ряд задач, не имеющих решение 
в прямоугольной системе координат:
•   моделировать параллельное (косоугольное) на-

правление соответствия двух родственных фигур;

• перемещать фигуру в пространстве вращением 
вокруг аксонометрических координатных осей;

• построение произвольного родства двух аффин-
но соответственных фигур при взаимной пер-
пендикулярности оси родства и направления 
родства;

• переходить на координатный способ решения 
вместо проецирования на плоскости проек-
ций;

•   исходя из численного равенства изометрических 
координат натурным, прямо в процессе решения 
задач можно переходить из одной системы коор-
динат в другую.
На основе создания первичного изометрического 

изображения целесообразно обучать созданию элек-
тронного чертежа с натурной детали в учебном про-
цессе.
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