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Эйлерова характеристика αβ-
триангуляции компактной 
ориентируемой поверхности 

Аннотация. Статья продолжает исследование αβ-триангуля- 
ции — оптимальной по критерию минимизации суммы длин 
β-рёбер триангуляции с выделенным множеством α-треугольни-
ков. Ранее модель была определена на евклидовой плоскости и 
распространена на замкнутые сферические поверхности; обоб-
щение на произвольный род g до сих пор не было получено. 
Инструментом исследования служит формула Эйлера – Пуанкаре 
в сочетании с характеристическим равенством V = 3a для αβ-три-
ангуляции. Получены формулы числа β-граней b = 5a + 4g – 4  и 
числа β-рёбер  Eβ = 6(a + g – 1) для замкнутой αβ-триангуляции 
рода g. Результаты обобщены на компактные ориентируемые 
поверхности с произвольным числом компонент границы h: 
получено точное равенство для b, двойное неравенство для b через 
тройку (a, g, h)  и необходимое условие существования a ≥ h. Все 
ранее известные результаты — для сферы, для замкнутой поверх-
ности рода g и для топологического диска — получаются как 
частные случаи. Формулы проверены на 15 замкнутых αβ-триан-
гуляциях родов 1, 2, 4 (вплоть до a = 2884) и на восьми образцах 
дисков с отверстиями. Полученные результаты позволяют про-
гнозировать размер αβ-триангуляции до её построения, контро-
лировать корректность алгоритмов и выбирать параметры дис-
кретизации при аппроксимации поверхностей свободной формы 
полиэдрами с группами конгруэнтных граней.
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стика, замкнутые поверхности, поверхности с границей, дис-
кретные поверхности.
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Euler Characteristic of αβ-Triangulation of a 
Compact Orientable Surface 

Abstract. This paper continues the study of αβ-triangulation —  
a triangulation with a designated set of α-triangles that is optimal 
in the sense of minimising the total length of β-edges. The model 

was previously defined on the Euclidean plane and extended to 
closed spherical surfaces; a generalisation to arbitrary genus g has 
not been obtained until now. The research tool is the Euler – Poincaré 
formula combined with the characteristic identity V = 3a  for 
αβ-triangulation. We obtain formulas for the number of β-faces   b 
= 5a + 4g – 4 and β-edges Eβ = 6(a + g – 1) of a closed αβ-trian-
gulation of genus g. The results are extended to compact orientable 
surfaces with an arbitrary number of boundary components h: an 
exact equality for b, a double inequality for b in terms of (a, g, h), 
and the necessary existence condition a ≥ h. All previously known 
results — for the sphere, for the closed surface of genus   and for 
the topological disk — follow as special cases. The formulas are 
verified on 15 closed αβ-triangulations of genera 1, 2, 4 (up to  
a = 2884) and on eight samples of disks with holes. The results 
allow predicting the size of an αβ-triangulation before its construc-
tion, verifying the correctness of generating algorithms, and choos-
ing discretisation parameters when approximating free-form sur-
faces by polyhedra with groups of congruent faces. 

Keywords: αβ-triangulation, Euler characteristic, closed sur-
faces, surfaces with boundary, discrete surfaces.

Аппроксимация гладких поверхностей свободной 
формы дискретными поверхностями — одна из фун-
даментальных задач современного геометрического 
моделирования. В архитектурном проектировании 
она особенно остро проявляется в задачах возведения 
большепролётных оболочек сложной формы: кри-
волинейные поверхности параметрической архитек-
туры [7; 12] реализуются через полиэдральные кон-
струкции, собираемые из плоских панелей и балок. 
Практика показывает, что основным источником 
затрат при возведении таких конструкций является 
не общая площадь поверхности, а разнообразие ти-
пов строительных элементов: каждая уникальная 
форма панели, балки или узла требует собственной 
формы (опалубки, пресс-формы) и индивидуальной 
оснастки. Поэтому задача рационализации свободных 
форм сводится к минимизации числа различных 
типов панелей, балок и узлов при сохранении бли-
зости к целевой геометрии — обзор современных 
подходов к этой задаче приведён ниже.

В зарубежной литературе по архитектурной гео-
метрии разработан ряд подходов к этой задаче. Один 
из них использует специальные классы поверхностей, 
для которых повторяемость элементов возникает 
естественно из их дифференциально-геометрических 
свойств, — поверхности с постоянным отношением 
главных кривизн [17] и структуры из повторяющих-
ся модулей [22]. Другой подход опирается на класте-
ризацию элементов сетки по геометрическому сход-
ству с последующей оптимизацией положений вер-
шин [19; 20]; в последние годы этот подход развива-
ется в направлении одновременной оптимизации 
нескольких типов элементов (узлов, балок и панелей) 
[23] и использования фрагментов поверхностей вра-
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щения, обеспечивающих точную конгруэнтность 
граней внутри каждой группы [24]. Отдельную линию 
составляют работы, ориентированные на повторное 
использование опалубки за счёт специальной струк-
туры панелей [21]. Близкая по постановке задача — 
изометрическая декомпозиция органических форм 
на k классов конгруэнтных треугольников — рассма-
тривается в [18] в связи с 3D-печатью биологических 
моделей. Во всех этих работах одним из центральных 
вопросов остаётся вопрос о комбинаторной струк-
туре полученной дискретной поверхности: число и 
типы граней, рёбер и вершин, соотношения между 
ними и их связь с топологией аппроксимируемой 
поверхности.

Комбинаторная сторона триангуляций замкнутых 
поверхностей имеет богатую математическую тра-
дицию. Классическая формула Эйлера – Пуанкаре 
[2], связывающая число вершин, рёбер и граней 
триангуляции с родом поверхности, вместе с соот-
ношениями Дена–Соммервилля [1; 3] даёт основу 
для анализа f-векторов триангуляций сфер и мно-
гообразий. В этом контексте изучаются минималь-
ные триангуляции двумерных многообразий [14],  
в том числе минимальные симплициальные отобра-
жения между триангулированными поверхностями 
разного рода [25], сбалансированные триангуляции 
и операции над ними [16]. С другой стороны,  
в последние годы активно развивается линия вы-
числительной геометрии триангуляций с оптими-
зационными ограничениями [4–6; 15]; операции 
преобразования триангуляций (флип, стягивание, 
расщепление) [8] являются основным инструментом 
перехода от произвольной триангуляции к опти-
мальной.

В ряде предыдущих работ автора [9–11] развива-
ется математическая модель αβ-триангуляции — 
триангуляции с выделенным множеством попарно 
не смежных α-треугольников, в которой сумма длин 
β-рёбер минимальна. Модель возникла как ответ на 
практическую потребность: для того, чтобы до на-
чала оптимизации аппроксимирующего полиэдра 
можно было задать группу или группы конгруэнтных 
граней, не теряя при этом подвижности математи-
ческой модели для механизмов оптимизации. 
Теоретические основы αβ-триангуляции для евкли-
довой плоскости изложены в [9], алгоритм реком-
бинации β-рёбер посредством флипа описан в [10], 
а расширение модели на трёхмерное евклидово про-
странство, включая замкнутые дискретные поверх-
ности, проведено в [11]. В последней работе получен 
ряд свойств замкнутой αβ-триангуляции, среди ко-
торых особое место занимает свойство 7.1: число 
β-граней b в замкнутой αβ-триангуляции рода 0 свя-
зано с числом α-граней соотношением

	 b = 5(a – 1) + 1.

Данное свойство выведено индуктивным постро-
ением αβ-триангуляций, гомеоморфных сфере, и 
справедливо исключительно для поверхностей рода 
0. Однако естественная геометрическая и вычисли-
тельная потребность — аппроксимация поверхностей 
произвольной топологической сложности — требует 
распространения указанной зависимости на случай 
любого рода g. В [11] эта задача прямо обозначена 
как перспективное направление: «интересным к 
дальнейшему изучению представляется обобщение 
свойства 7.1 для αβ-триангуляций рода, отличного 
от 0».

Настоящая статья посвящена решению именно 
этой задачи. Основным инструментом исследования 
выступает формула Эйлера – Пуанкаре. Ключевое 
наблюдение состоит в том, что аксиома 2 αβ-триан-
гуляции, устанавливающая равенство множества 
вершин триангуляции множеству α-вершин, приво-
дит к жёсткой связи V = 3a. Подстановка этой связи 
в формулу Эйлера превращает её из соотношения 
между тремя независимыми параметрами (V, E, F) в 
линейное уравнение с двумя свободными комбина-
торными параметрами a и g, что и позволяет выразить 
b как функцию a и g.

Дополнительно по ходу вывода возник естествен-
ный вопрос о зависимости числа β-рёбер от a и g. 
Поскольку число α-рёбер выражается через a эле-
ментарно (свойство 1 в [9]), а общее число рёбер 
связано с числом граней соотношением 3F = 2E, 
число β-рёбер также возможно выразить через a и g. 
Получение этой формулы стало второй задачей ис-
следования.

Цели исследования. В представленном исследо-
вании ставятся следующие задачи:
1)	 вывести уравнение, выражающее число β-граней 

замкнутой αβ-триангуляции через число α-граней 
и род поверхности;

2)	 вывести уравнение, выражающее число β-рёбер 
замкнутой αβ-триангуляции через число α-граней 
и род поверхности;

3)	 распространить полученные результаты на αβ-три-
ангуляции компактных ориентируемых поверх-
ностей с произвольным числом компонент гра-
ницы и установить согласование с ранее известным 
двойным неравенством свойства 7 из [9] для то-
пологического диска;

4)	 провести экспериментальную проверку получен-
ных уравнений с помощью программных средств 
построения αβ-триангуляций [13].
Предварительные сведения. В целях ознакомления 

читателя с математической моделью, которая по сути 
своей является оптимальной триангуляцией с огра-
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ничениями по критерию минимизации суммы длин 
рёбер, процитируем из [9] определение αβ-триангу-
ляции и систему её аксиом.

«Определение. Возьмём сильно связную триангу-
ляцию K размерности 2 в пространстве E2. Выделим 
некоторое множество граней и обозначим их замы-
кания α-треугольниками. Соответственно остальные 
элементы триангуляции обозначаются β-элементами. 
Такой комплекс назовём αβ-триангуляцией (Tαβ), 
если он удовлетворяет следующим условиям:

1. Тела α-треугольников не имеют общих точек;
2. Триангуляция содержит в себе только вершины 

остовов α-треугольников;
3. Сумма длин β-рёбер минимальна.»
Ограничения, заданные автором в определении, 

являются аксиомами математической модели αβ-три-
ангуляции и в [9] выписаны отдельно как аксиома 1 
(«Тела α-треугольников не имеют общих точек»), 
аксиома 2 («Вершинами αβ-триангуляции являются 
только α-вершины множества Tα

0
») и аксиома 3 

(«α-треугольники связны между собой β-рёбрами, 
длины которых минимальны из возможных»). Алгоритм 
построения αβ-триангуляции из произвольной три-
ангуляции, включая механизм рекомбинации β-рёбер 
посредством флипа, подробно описан в [9; 10].

Из определения и аксиом в [9] выведен ряд свойств, 
из которых для дальнейшего нам понадобятся сле-
дующие.

«Свойство 1. Для αβ-триангуляции справедливо 
соотношение T T Tα α α

0 1 2
3= = ,  где Tα

0   — количество 
α-вершин, Tα

1  — количество α-отрезков, Tα
2  — ко-

личество α-треугольников.» [9]
«Свойство 2. Множество β-граней служит допол-

нением α-граней до множества всех граней триан-
гуляции.» [9]

Из свойства 2 непосредственно следует разбиение 
множества граней αβ-триангуляции на α-грани и 
β-грани и, соответственно, равенство

	 F = a + b, 	 (1)

где F — общее число граней, a — число α-граней,  
b — число β-граней.

Из аксиомы 2 следует, что вершинами αβ-триан-
гуляции являются исключительно α-вершины.  
С учётом свойства 1 это даёт соотношение

	 V = 3a, 	 (2)

где V — общее число вершин αβ-триангуляции. 
Важно подчеркнуть, что равенство (2) является 
характеристической чертой αβ-триангуляции и от-
личает её от произвольной триангуляции с тем же 
числом граней.

Множество рёбер αβ-триангуляции разбивается 
на α-рёбра и β-рёбра (свойство 3 в [9], являющееся 
дополнительным к свойству 2). Обозначим общее 
число рёбер за E, число α-рёбер — за Eα, число β-рё-
бер — за Eβ. Тогда

	 E = Eα + Eβ, 	 (3)

причём согласно свойству 1

	 Eα = 3a. 	 (4)

Наконец, в любой триангуляции двумерного зам-
кнутого комплекса без края каждое ребро инцидент-
но ровно двум граням, а каждая грань — трём рёбрам, 
откуда вытекает хорошо известное [2] комбинаторное 
тождество

	 3F = 2E. 	 (5)

Таким образом, равенства (1)–(5) дают полный 
набор комбинаторных соотношений, связывающих 
параметры замкнутой αβ-триангуляции.

Формула Эйлера – Пуанкаре и αβ-триангуляция. 
Напомним формулу Эйлера – Пуанкаре для замкну-
той ориентируемой поверхности рода g [2, с. 214]:

	 χ = V – E + F = 2 – 2g, 	 (6)

где χ — эйлерова характеристика поверхности. Величина 
χ является топологическим инвариантом и для зам-
кнутой ориентируемой поверхности однозначно 
определяется родом 0∈ .g  В частности, для сферы 
(g = 0) имеем χ = 2, для тора (g = 1) — χ = 0, для 
кренделя рода 2 — = χ –2 и т.д.

Для произвольной триангуляции замкнутой по-
верхности формула (6) связывает три независимых 
комбинаторных параметра V, E, F. В случае же αβ-три-
ангуляции в силу соотношений (1), (2), (5) число 
параметров сокращается. Действительно, подставим 
(1), (2) в (5):

	 3 (a + b) = 2E,

откуда

	 E
a b

=
+( )3

2
.  	 (7)

Подставляя теперь (1), (2) и (7) в (6), получим

	
3

3

2
2 2a

a b
a b g−

+( )
+ +( ) = − .

Приведение подобных членов даёт

g
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	 5

2 2
2 2

a b
− = − g .

Умножая обе части на 2 и выражая b, окончатель-
но приходим к формуле

	 b = 5a + 4g –4. 	 (8)

Формула (8) и есть искомое обобщение свойства 
7.1 из [11] на случай замкнутых ориентируемых по-
верхностей произвольного рода. Отметим, что при  
g = 0 формула (8) даёт b = 5a – 4 = 5(a – 1) + 1, что 
в точности совпадает со свойством 7.1, полученным 
в [11] индуктивным построением.

Приведём результат в виде отдельного утвержде-
ния, продолжая нумерацию свойств αβ-триангуляции, 
начатую в [9; 11].

Свойство 10. Для замкнутой αβ-триангуляции 
рода число β-граней выражается через число α-гра-
ней формулой (8).

В терминах эйлеровой характеристики формула 
(8) допускает более компактную запись:

	 b = 5a – 2χ, 	 (9)

что подчёркивает центральную роль характеристики 
χ в рассматриваемой зависимости. Заметим, что 
коэффициент 5 при a не зависит от топологии по-
верхности; топология проявляется исключительно в 
свободном члене, пропорциональном χ . Геометрически 
это можно интерпретировать так: добавление одной 
«ручки» к поверхности (увеличение рода на единицу) 
при фиксированном числе α-треугольников требует 
четырёх дополнительных β-граней — именно столь-
ко β-граней необходимо для минимальной замкнутой 
αβ-триангуляции, покрывающей дополнительную 
ручку, при сохранении аксиом модели. Отметим, что 
аналогичная роль эйлеровой характеристики как 
центрального инварианта, связывающего комбина-
торику и топологию, прослеживается и в классических 
соотношениях Дена – Соммервилля для f-векторов 
триангуляций сфер и многообразий [1, 3].

Число β-рёбер замкнутой αβ-триангуляции. Имея 
формулу (8), можно получить явное выражение для 
числа β-рёбер. Подставим (8) в (1):

	 F = a + (5a + 4g – 4) = 6a + 4g – 4. 	 (10)

Далее, используя (5),

	 E F a g a g= ⋅ = + −( ) = + −
3

2

3

2
6 4 4 9 6 6.  	 (11)

Наконец, вычитая из (11) число α-рёбер согласно 
(4), получаем

	Eβ = E – Eα = (9a + 6g – 6) – 3a = 6a + 6g – 6. (12)

Формула (12) может быть записана в более сим-
метричной форме:

	 Eβ = 6(a + g – 1) 	 (13)

или, в терминах эйлеровой характеристики,

	 Eβ = 6a – 3χ. 	 (14)

Сформулируем полученное в виде утверждения.
Свойство 11. Для замкнутой αβ-триангуляции 

рода 0∈ .g число β-рёбер выражается через число 
α-граней формулой (13).

Замечание. Коэффициент при в формуле (13) ра-
вен 6, что согласуется с известным фактом: в регу-
лярной триангуляции плоскости (и, шире, в триан-
гуляции, стремящейся к регулярной при a → ∞) 
средняя степень вершины стремится к 6. Действительно, 
для αβ-триангуляции средняя степень вершины

	
d

E

V

a g

a

g

a
= =

+ −( )
= +

−( )2 2 9 6 6

3
6
4 1  	 (15)

и при a → ∞ справедливо d → 6 для любого рода g.
Отметим также, что отношение числа α-граней к 

общему числу граней αβ-триангуляции согласно (10) 
равно

	
a

F

a

a g
a=

+ −( ) → → ∞
6 4 4

1

6
при .  	 (16)

Таким образом, доля α-треугольников в αβ-триан-

гуляции асимптотически стремится к 1

6
16 67≈ , %,  что 

согласуется с эмпирическим наблюдением, сделанным 
в [11] для замкнутых сферических αβ-триангуляций. 
Формула (16) показывает, что этот предельный ре-
зультат справедлив для замкнутых ориентируемых 
поверхностей любого рода.

Экспериментальная проверка. Для эксперимен-
тальной проверки формул (8) и (13) использована 
программа построения αβ-триангуляций [13], реа-
лизующая алгоритм образования αβ-триангуляции 
из произвольной сильно связной триангуляции, опи-
санный в [9; 10]. С её помощью построены образцы 
замкнутых αβ-триангуляций для родов g = 1, 2, 4 и 
различных значений числа α-граней a. Полученные 
образцы представляют собой дискретные поверхно-
сти, гомеоморфные тору (g = 1), кренделю (g = 2) и 
поверхности рода 4 соответственно. Для каждого 
образца программа фиксировала комбинаторные 
характеристики — число α-граней и число β-граней. 

g

.

.
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Число β-рёбер при необходимости вычислялось че-
рез соотношение (5).

Пример построенной αβ-триангуляции рода 1 
показан на рис. 1. Цветом выделены α-треугольники, 
тонкими линиями — β-рёбра, точками — α-вершины.

 

Рис. 1. αβ-триангуляция замкнутой поверхности рода 1 (тора): минималь-
ная a = 4, b = 20 (слева), произвольная a = 33, b = 165 (справа)

Результаты измерений для трёх значений рода и 
пяти различных значений a в каждой серии сведены 
в табл. 1. В столбце b (эксп.) помещены значения 
числа β-граней, полученные при построении αβ-три-
ангуляции в [13], в столбце b (теор.) — значения, 
вычисленные по формуле (8). Последний столбец 
содержит число β-рёбер, вычисленное по формуле 
(13); оно согласуется с данными программы для всех 
проверенных конфигураций.

Таблица 1

Экспериментальная проверка формул (8) и (13)

g a b (эксп.) b (теор., (8))
Eβ 

(эксп.)
Eβ (теор., 

(13))

1 4 20 20 24 24

1 10 50 50 60 60

1 23 115 115 138 138

1 33 165 165 198 198

1 48 240 240 288 288

2 8 44 44 54 54

2 33 169 169 204 204

2 83 419 419 504 504

2 148 744 744 894 894

2 220 1104 1104 1326 1326

4 165 837 837 1008 1008

4 832 4172 4172 5010 5010

4 1501 7517 7517 9024 9024

4 2503 12 527 12 527 15 036 15 036

4 2884 14 432 14 432 17 322 17 322

Как видно из табл. 1, теоретические значения 
числа β-граней, вычисленные по формуле (8), в точ-
ности совпадают с экспериментальными данными 

во всех 15 проверенных конфигурациях. Это служит 
практическим подтверждением корректности фор-
мулы (8). Справедливость формулы (13) для числа 
β-рёбер устанавливается аналогично через соотно-
шение (5) и также подтверждается на всех постро-
енных образцах.

Отдельного упоминания заслуживает серия об-
разцов для g = 4. Наибольшая из проверенных три-
ангуляций содержит a = 2884 α-треугольника и b = 
14432 β-треугольника; общее число граней такой 
триангуляции превышает 17 тысяч, число вершин 
— около 8,6 тысяч. Полное совпадение эксперимен-
тальных и теоретических значений на образцах та-
кого масштаба свидетельствует об устойчивости по-
лученных формул и о корректности работы програм-
мы [13].

αβ-триангуляция компактных ориентируемых по-
верхностей с границей. Перейдём к обобщению по-
лученных формул на случай компактной ориенти-
руемой поверхности произвольного рода g с произ-
вольным числом компонент границы . Замкнутая 
поверхность отвечает значению h = 0, топологический 
диск — g = 0, h = 1, кольцо — g = 0, h = 2 и т.д. 
Объединяющая роль параметров g и h в построении 
αβ-триангуляции определяется тем, что вместе они 
полностью задают эйлерову характеристику поверх-
ности. Схемы построенных замкнутых αβ-триангу-
ляций родов 4 и 7 приведены на рис. 2.

 

Рис. 2. Схемы замкнутых αβ-триангуляций родов 4 и 7

Напомним формулу Эйлера – Пуанкаре для ком-
пактной ориентируемой поверхности рода g с h ком-
понентами границы [2, с. 214]:

	 χ = V – E + F = 2 – 2g – h. 	 (17)

При h = 0 формула (17) переходит в (6). Однако 
в случае поверхности с границей соотношение (5) 
видоизменяется. Действительно, каждое внутреннее 
ребро триангуляции инцидентно ровно двум граням, 
тогда как каждое граничное ребро (т.е. ребро, лежа-
щее на границе поверхности) — ровно одной грани. 
Обозначим число граничных рёбер за E∂ (сумма по 
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всем h компонентам границы). Подсчёт инцидент-
ностей «грань – ребро» с двух сторон даёт

	 3F = 2E – E∂, 	 (18)

откуда

	
E

F E
=

+ ∂3

2
.

	 (19)

Соотношение (18) обобщает классическое (5) на 
случай поверхности с границей: при h = 0 в нём  
E∂ = 0, и оно переходит в обычную форму. Подчеркнём, 
что (18), (19) справедливы для любой триангуляции 
компактной поверхности и не используют специфи-
ки αβ-триангуляции; последняя проявится при под-
становке (1), (2).

Подставим (1), (2) и (19) в (17):

	
3

3

2
2 2a

a b E
a b g h−

+( )+
+ + = − −∂ .

 

Раскрывая скобки и приводя подобные члены, 
получаем

	 5a – b – E∂ = 4 – 4g – 2h,

откуда, выражая b, окончательно приходим к фор-
муле

	 b = 5a + 4g + 2h – 4 – E∂. (20)

Формула (20) даёт точное равенство, выражающее 
число β-граней αβ-триангуляции компактной ори-
ентируемой поверхности через четыре параметра — 
число α-граней a, род g, число компонент границы 
h и число граничных рёбер E∂. В терминах эйлеровой 
характеристики (17) формула (20) принимает ком-
пактный вид b = 5a – 2χ – E∂. Сформулируем полу-
ченное в виде утверждения.

Свойство 12. Для αβ-триангуляции компактной 
ориентируемой поверхности рода g с h компонентами 
границы число β-граней выражается через число α-гра-
ней, род поверхности, число компонент границы и чис-
ло граничных рёбер формулой (20).

При h = 0 (замкнутая поверхность) выполняется 
E∂ = 0, и формула (20) переходит в равенство  
b = 5a + 4g – 4 — формулу (8) свойства 10. Это слу-
жит первым подтверждением корректности вывода.

Двойное неравенство для числа β-граней. Параметр 
E∂ в формуле (20) не является произвольным: он 
подчинён двусторонней оценке, вытекающей из ак-
сиом αβ-триангуляции и из топологии границы. 
Снизу: в силу сильной связности триангуляции [9, 

аксиоматика], исключающей вырожденные конфи-
гурации, каждая компонента границы — простая 
замкнутая ломаная, состоящая не менее чем из трёх 
рёбер. Поскольку всего компонент границы h, име-
ем E∂ ≥ 3h. Сверху: по аксиоме 2 все вершины αβ-три-
ангуляции — α-вершины, в частности, все граничные 
вершины суть α-вершины; так как граница компакт-
ной поверхности — несвязное объединение простых 
замкнутых ломаных (то есть не имеет точек самопе-
ресечения), число граничных вершин равно числу 
граничных рёбер; поскольку всех α-вершин в три-
ангуляции 3a, имеем E∂ ≤ 3a. Объединяя эти оценки 
и подставляя крайние значения E∂ в (20), получаем 
двойное неравенство

	 2a + 4g + 2h – 4 ≤ b ≤ 5a + 4g – h – 4 	 (21)

или, в эквивалентной форме через эйлерову харак-
теристику,

	 2a – 2χ ≤ b ≤ 5a – 2χ – 3h. 	 (22)

Свойство 13. Для αβ-триангуляции компактной 
ориентируемой поверхности рода g с h компонентами 
границы число β-граней удовлетворяет двойному нера-
венству (21).

Условие, при котором αβ-триангуляция указанной 
топологии может существовать (21), даёт неравенство 
3a – 3h ≥ 0, откуда

	 a ≥ h. 	 (23)

Геометрический смысл (23) прозрачен: число 
α-треугольников в αβ-триангуляции компактной 
поверхности не может быть меньше числа компонент 
границы. Иначе говоря, на каждую компоненту гра-
ницы должен приходиться хотя бы один α-треуголь-
ник. При a = h верхняя и нижняя границы (21) со-
впадают, и αβ-триангуляция жёстко определена в 
смысле числа β-граней; в этом случае все 3a α-вершин 
лежат на границе.

Свойство 14. Для существования αβ-триангуляции 
компактной ориентируемой поверхности рода g с h 
компонентами границы необходимо выполнение условия 
(23).

Согласование с ранее известными результатами. 
Покажем, что неравенство (21) и равенство (20) вклю-
чают в себя ранее установленные результаты как 
частные случаи.
1.	 Замкнутая ориентируемая поверхность рода  

g(h = 0). При h = 0 единственно возможное зна-
чение E∂ равно нулю, и формула (20) превраща-
ется в равенство b = 5a + 4g – 4 — в точности 
равенство (8) свойства 10.
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2.	 Замкнутая сфера (g = 0, h = 0). Из (20) при указан-
ных значениях получаем b = 5a – 4 = 5(a – 1) + 1, 
что совпадает со свойством 7.1 из [11].

3.	 Топологический диск (g = 0, h = 1). Подставляя в 
(21), получаем 2a – 2 ≤ b ≤ 5a – 5, или, что то же, 
2(a – 1) ≤ b ≤ 5(a – 1). Это в точности двойное 
неравенство свойства 7 из [9]. Следует подчеркнуть, 
что в [9] оно было получено индуктивным по-
строением минимальной и максимальной по чис-
лу β-граней αβ-триангуляций для малых значений 
a; настоящий вывод даёт другое — топологиче-
ское — обоснование того же результата и расши-
ряет его на произвольные g и h.

4.	 Минимальная αβ-триангуляция диска .  При  
g = 0, h = 1, a = 1 формула (21) даёт 0 ≤ b ≤ 0, т.е. 
единственно возможное значение , что соответ-
ствует одному α-треугольнику — минимальной 
αβ-триангуляции на плоскости (свойство 6 в [9]). 
Таким образом, общая формула (20) и неравенство 
(21) единообразно описывают αβ-триангуляции 
замкнутых и ограниченных компактных ориен-
тируемых поверхностей и охватывают все ранее 
известные частные результаты.
Тождество, связывающее число β-граней с числом 

внутренних α-вершин. Из формулы (20) и определения 
нижней границы b

min
 = 2a + 4g + 2h – 4 непосред-

ственно следует тождество

	 B – b
min

 = 3a – E∂. 	 (24)

Правая часть (24) равна числу α-вершин, не ле-
жащих на границе αβ-триангуляции — т.е. числу 
внутренних α-вершин. Таким образом, отклонение 
b от нижней границы диапазона в точности совпа-
дает с числом внутренних α-вершин, что даёт про-
зрачную геометрическую интерпретацию положения 
b в диапазоне (21) и связывает комбинаторный па-
раметр b с расположением α-треугольников относи-
тельно границы.

Свойство 15. Для αβ-триангуляции компактной 
ориентируемой поверхности рода g с h компонента-
ми границы отклонение числа β-граней от нижней 
границы диапазона (21) равно числу внутренних 
α-вершин и выражается тождеством (24).

Достаточность условия существования для поверх-
ностей рода 0. Необходимое условие (23) при роде  
g = 0 оказывается и достаточным. Назовём β-грань 
внутренней, если ни одно из её рёбер не лежит на 
границе комплекса, а удалением внутренней β-гра-
ни — исключение этой грани как открытого двумер-
ного элемента при сохранении её рёбер и вершин.

Лемма (об удалении внутренней β-грани). Удаление 
внутренней β-грани αβ-триангуляции компактной 
ориентируемой поверхности рода g с h компонентами 

границы даёт αβ-триангуляцию той же поверхности 
с h + 1 компонентами границы и тем же числом α-гра-
ней a.

Пусть f — внутренняя β-грань, её замыкание — 
β-треугольник с рёбрами e

1
, e

2
, e

3
 и вершинами v

1
, v

2
, 

v
3
. По аксиоме 2 вершины v

1
, v

2
, v

3
 являются α-вер-

шинами и принадлежат α-треугольникам, поэтому 
после удаления грани f они остаются в комплексе. 
Каждое ребро ei внутренней грани инцидентно ров-
но двум граням, одна из которых — f; после удаления 
f ребро e

i
 оказывается инцидентным ровно одной 

грани, т.е. становится граничным. Три ребра e
1
, e

2
, e

3
 

образуют замкнутый цикл, не пересекающийся с 
прежней границей (грань f внутренняя), — это новая 
компонента границы, и число компонент границы 
возрастает на единицу. При этом α-треугольники не 
затронуты (аксиома 1), множество вершин не изме-
нилось и состоит только из α-вершин (аксиома 2), 
новые β-рёбра не появляются, и сумма их длин не 
возрастает (аксиома 3), а число α-граней сохраняет-
ся. Удалена ровно одна грань, поэтому эйлерова 
характеристика возрастает на единицу, что согласу-
ется с переходом χ = 2 – 2g – h → 2 – 2g – (h + 1). 
Полученный комплекс остаётся сильно связным.

Свойство 16. Для компактной ориентируемой по-
верхности рода g = 0 условие a ≥ h (свойство 14) явля-
ется необходимым и достаточным условием существо-
вания αβ-триангуляции с a α-гранями и h компонента-
ми границы.

Необходимость установлена свойством 14. 
Достаточность докажем построением. При h = 1 
αβ-триангуляция топологического диска с любым 
числом α-граней a ≥ 1 существует: случай a = 1 даёт 
свойство 6 из [9] (минимальная αβ-триангуляция 
— α-треугольник), а произвольное a ≥ 1 — индук-
тивное построение свойства 7 из [9]. Максимальная 
по числу β-граней αβ-триангуляция диска с a α-гра-
нями содержит a – 1 попарно несмежных внутренних 
β-граней (по одной на каждый шаг рекуррентного 
построения, рис. 2 в [9]). Удаляя из неё последова-
тельно h – 1 таких граней, по доказанной лемме 
получаем αβ-триангуляцию рода 0 с тем же числом 
α-граней a и с h компонентами границы, что воз-
можно при любом h в пределах 1 ≤ h ≤ a. Тем самым 
для каждой пары (a, h), удовлетворяющей условию 
a ≥ h, αβ-триангуляция рода 0 построена, что и до-
казывает достаточность.

Замечание. Каждое удаление внутренней β-грани 
уменьшает b на единицу и увеличивает E∂ на три, 
переводя максимальную αβ-триангуляцию диска в 
максимальную αβ-триангуляцию поверхности с боль-
шим числом границ (пример такой поверхности с 
отверстиями — рис. 3); получаемые значения b и E∂ 
согласуются с равенством (20). В частности, в вы-
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рожденной точке a = h = 2 операция даёт b = 4 и  
E∂ = 6 — единственные значения, допускаемые ра-
венством (20) и неравенством (21). Операция удале-
ния внутренней β-грани изменяет только число ком-
понент границы, сохраняя род, поэтому для поверх-
ностей рода g ≥ 1 требуется дополнительная кон-
струкция, и достаточность условия a ≥ h при g ≥ 1 
остаётся открытым вопросом.

Экспериментальная проверка для поверхностей с 
границей. Для экспериментальной проверки формул 
(20) и (21) применительно к поверхностям с границей 
с помощью программы [13] построены образцы 
αβ-триангуляций топологического диска с одним, 
двумя, тремя и четырьмя отверстиями — по два об-
разца разного размера для каждого числа отверстий. 
Каждый такой образец представляет собой компакт-
ную ориентируемую поверхность рода g = 0 с h = 2, 
h = 3, h = 4 и h = 5 компонентами границы соответ-
ственно (внешняя граница диска плюс h – 1 вну-
тренних отверстий). Для каждого образца программа 
фиксировала комбинаторные характеристики — чис-
ло α-граней a и число β-граней b. Число граничных 
рёбер E∂ измерялось программой непосредственно — 
путём подсчёта рёбер, инцидентных ровно одной 
грани. Полученное значение сопоставлялось с вели-
чиной, предсказываемой формулой (20) при подста-
новке экспериментальных a и b; совпадение этих 
двух независимо полученных значений и служит 
подтверждением формулы (20). Параллельно про-
верка эйлеровой характеристики (17) на построенных 
образцах не выявила отклонений. Результаты изме-
рений сведены в табл. 2.

Таблица 2

Экспериментальная проверка формул (20) и (21) на дисках  
с отверстиями

Поверхность g h a
b

min
 

(теор.)
b 

(эксп.)
b

max
 

(теор.)
E∂

Диск с 1 отв.

0

2
6 12 12 24 18

46 92 152 224 78

Диск с 2 отв. 3
8 18 18 33 24

28 58 94 133 48

Диск с 3 отв. 4
15 34 48 67 31

25 54 87 117 42

Диск с 4 отв. 5
28 62 93 131 53

54 114 187 261 89

Как видно из табл. 2, во всех восьми проверенных 
конфигурациях экспериментальные значения числа 
β-граней лежат в теоретическом диапазоне, заданном 
неравенством (21); проверка через эйлерову харак-
теристику также проходит без отклонений (χ = 0, 
–1, –2, –3 для дисков с одним, двумя, тремя и че-

тырьмя отверстиями соответственно). Если все α-вер-
шины расположены на границе, значение b совпа-
дает с нижней границей b

min
, чему отвечает E∂ = 3a; 

появление внутренних α-вершин сдвигает b вверх 
внутри диапазона согласно тождеству (24). Так, для 
диска с тремя отверстиями при a = 15 число внутрен-
них α-вершин равно 3a – E∂ = 45 – 31 = 14, что в точ-
ности совпадает с разностью b – b

min
 = 48 – 34 = 14. 

Это служит подтверждением как формулы (20), так 
и тождества (24), т.е. свойства 15, на нетривиальной 
конфигурации.

Обсуждение результатов. Полученные результаты — 
формулы (8) и (13) для замкнутых поверхностей, 
обобщения (20) и (21) для поверхностей с границей, 
а также тождество (24) — позволяют сделать ряд 
наблюдений, имеющих как теоретическое, так и 
практическое значение. Геометрическая интерпре-
тация — расположение α-вершин на границе и вну-
три области — показана на рис. 3.

 

Рис. 3. Пример плоской αβ-триангуляции с границей и отверстиями: 
α-вершины на границе и внутренние α-вершины (к тождеству (24))

1. Топологическая интерпретация коэффициентов. 
В обеих формулах свободный член пропорционален 
эйлеровой характеристике: в (9) b = 5a – 2χ, в (14) 
Eβ = 6a – 3χ. Коэффициенты 5 и 6 при a отражают 
локальные свойства αβ-триангуляции и не зависят 
от топологии поверхности. Коэффициенты –2 и –3 
при χ показывают, как топологическая сложность 
(наличие ручек) влияет на комбинаторные характе-
ристики модели. Подобная структура — линейная 
комбинация величины, зависящей от a, и топологи-
ческого инварианта — характерна для классических 
результатов комбинаторной топологии триангуляций 
многообразий [1; 3].
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2. Согласование с ранее известным результатом. 
При g = 0 формула (8) принимает вид b = 5a – 4 = 
5(a – 1) + 1, в точности совпадающий со свойством 
7.1, установленным в [11] для замкнутых сферических 
αβ-триангуляций. Это согласование служит допол-
нительным подтверждением корректности вывода.

3. Минимальные конфигурации. Формула (8) по-
зволяет определить минимальное число α-граней, 
при котором замкнутая αβ-триангуляция заданного 
рода в принципе возможна. Поскольку b ≥ 1, из (8) 
получаем a ≥ (5 – 4g)/5. При g = 0 это даёт a ≥ 1, что 
соответствует минимальной замкнутой αβ-триангу-
ляции из [11] — треугольному диэдру с a = 1, b = 1. 
Отметим, что вопрос о минимальных триангуляциях 
двумерных многообразий как самостоятельная ком-
бинаторно-топологическая задача подробно рассма-
тривается в [14]; в нашем случае аксиомы αβ-триан-
гуляции дают собственный критерий минимальности, 
не совпадающий с классическим.

4. Связь со средней степенью вершины. Формула 
(15) показывает, что средняя степень вершины αβ-три-
ангуляции стремится к 6 при a → ∞, причём, соглас-
но (15), при фиксированном g отклонение имеет 
порядок 1/a с коэффициентом 4(g – 1). В частности, 
при g = 1 (тор) средняя степень тождественно равна 
6 при любом a. Это согласуется с известным резуль-
татом комбинаторной топологии о средней степени 
вершины в триангуляции замкнутой поверхности [2] 
и демонстрирует, что αβ-триангуляция в пределе 
ведёт себя локально как регулярная треугольная сет-
ка, сохраняя при этом глобальные ограничения, 
заданные аксиомой 2.

5. Практическое значение. Формулы (8) и (13) 
позволяют без построения самой αβ-триангуляции 
оценить её размер по известному числу α-граней и 
роду аппроксимируемой поверхности. Это полезно 
при предварительном планировании вычислительных 
экспериментов, при оценке требуемого объёма па-
мяти и при контроле корректности работы алгорит-
мов генерации αβ-триангуляций. Кроме того, полу-
ченные формулы позволяют ставить обратные зада-
чи — например, определять число α-граней, необ-
ходимое для достижения заданного отношения a/F 
(в частности, близкого к асимптотическому значению 
1/6) для поверхности заданного рода. В задачах ап-
проксимации поверхностей свободной формы по-
лиэдрами с группами конгруэнтных граней это от-
ношение определяет долю граней, которые могут 
быть заданы конгруэнтными до начала оптимизации, 
без потери подвижности математической модели.

6. Двойное неравенство для поверхностей с границей. 
Неравенство (21) — двусторонняя оценка числа β-гра-
ней через тройку (a, g, h) — обобщает свойство 7 из 
[9], выведенное там для топологического диска ин-

дуктивным построением минимальной и максималь-
ной по числу β-граней αβ-триангуляций. Настоящий 
вывод даёт неравенству (21) топологическое обосно-
вание, опирающееся непосредственно на формулу 
Эйлера – Пуанкаре и аксиомы αβ-триангуляции, и 
распространяет его на произвольные g и h. В част-
ности, ширина диапазона возможных значений b 
равна 3a – 3h и линейно растёт с числом α-треуголь-
ников при фиксированной топологии.

7. Геометрический смысл тождества (24). Тождество 
b – b

min
 = 3a – E∂ (свойство 15) показывает, что по-

ложение b в диапазоне (21) полностью определяется 
числом внутренних α-вершин: при отсутствии вну-
тренних α-вершин (когда все α-треугольники при-
жаты к границе) реализуется нижняя граница bmin, 
а каждая внутренняя α-вершина увеличивает b ров-
но на единицу. Это даёт прямой способ оценить b до 
построения αβ-триангуляции, исходя из предпола-
гаемого распределения α-треугольников между гра-
ницей и внутренностью поверхности.

8. Необходимое условие существования. Условие  
a ≥ h (свойство 14) есть необходимое условие суще-
ствования αβ-триангуляции компактной ориенти-
руемой поверхности с h компонентами границы: на 
каждую компоненту границы должен приходиться 
хотя бы один α-треугольник. При a = h верхняя и 
нижняя границы (21) совпадают, и число β-граней 
жёстко определено. Достаточность условия a ≥ h, т.е. 
существование αβ-триангуляции для любой допу-
стимой пары (a, h), для рода g = 0 установлена в 
свойстве 16: необходимое условие a ≥ h оказывается 
и достаточным (см. лемму об удалении внутренней 
β-грани). Для поверхностей рода g ≥ 1 вопрос требу-
ет отдельной конструкции, добавляющей ручку с 
контролем числа α-граней, и остаётся открытым.

Выводы. В статье решена задача обобщения свой-
ства 7.1 из [11], выражающего число β-граней зам-
кнутой αβ-триангуляции рода 0 через число α-граней, 
на случай замкнутых ориентируемых поверхностей 
произвольного рода. Центральным инструментом 
исследования послужила формула Эйлера – Пуанкаре, 
а ключевым наблюдением — то, что аксиома 2 αβ-три-
ангуляции приводит к жёсткой связи между числом 
вершин и числом α-граней (V = 3a), благодаря ко-
торой формула Эйлера превращается в линейное 
уравнение между a, b и g.

В результате получены две формулы:
1) b = 5a + 4g – 4 — число β-граней (свойство 10);
2) Eβ = 6(a + g – 1) — число β-рёбер (свойство 11).
Эквивалентная запись этих формул в терминах 

эйлеровой характеристики (χ = 2 – 2g) имеет вид  
b = 5a – 2χ и Eβ = 6a – 3χ, что подчёркивает цен-
тральную роль эйлеровой характеристики в структу-
ре αβ-триангуляции.
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Установлено, что коэффициент 5 при a в форму-
ле для числа β-граней и коэффициент 6 — в форму-
ле для числа β-рёбер не зависят от топологии по-
верхности; влияние топологии сосредоточено ис-
ключительно в свободных членах, пропорциональных 
χ. Показано, что доля α-граней в замкнутой αβ-три-
ангуляции при a → ∞ стремится к 1/6 ≈ 16,67% не-
зависимо от рода, что обобщает на произвольный g 
эмпирическое наблюдение из [11]. Средняя степень 
вершины стремится к 6, причём скорость сходимости 
определяется отношением g/a.

Полученные результаты дополнительно обобще-
ны на компактные ориентируемые поверхности про-
извольного рода g с произвольным числом компонент 
границы h. С использованием формулы Эйлера – 
Пуанкаре с поправкой на число граничных рёбер  

E∂ установлены: точное равенство b = 5a + 4g + 2h – 
– 4 – E∂ (свойство 12); двойное неравенство 2a + 4g + 
+ 2h – 4 ≤ b ≤ 5a + 4g – h – 4 (свойство 13); необхо-
димое условие существования αβ-триангуляции  
a ≥ h (свойство 14); тождество b – b

min
 = 3a – E∂, свя-

зывающее положение b в диапазоне с числом вну-
тренних α-вершин (свойство 15). Показано, что все 
ранее известные результаты — равенство для замкну-
той сферы (свойство 7.1 из [11]), равенство для зам-
кнутой поверхности рода g (свойство 10) и двойное 
неравенство для топологического диска (свойство 7 
из [9]) — получаются как частные случаи. Для поверх-
ностей рода 0 показано, что условие a ≥ h не только 
необходимо, но и достаточно (свойство 16); достаточ-
ность доказана конструктивно — операцией удаления 
внутренней β-грани (соответствующая лемма).
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